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PARADOXO
Teorema de Bayes
e 0 Paradoxo da Ilha
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Tertuliano Franco e Diogo S. D. da Silva

Por PARADOXO, em Matemédtica, entende-se dois
argumentos aparentemente corretos que sao contra-
ditérios. Neste artigo, veremos um paradoxo relacio-
nado a probabilidade condicional, divertido e muito
sutil, descrito por Ronald Meester em seu livro [2|
Exemplo 1.5.6]. E corrigimos neste artigo uma falha
na explicacdo apresentada pelo autor citado.

Probabilidade Condicional

Nao entraremos em detalhes a respeito do que é um
espaco de probabilidade. H4 muitos livros para isso;
veja [I], por exemplo. Mas nao ter defini¢ées preci-
sas ndo nos impede de seguir em frente e nos diver-
tirmos... Matemadtica é uma atividade altamente nao-
linear!

Sejam A e B dois eventos de um espago de proba-
bilidade. Intuitivamente, A e B sdo dois conjuntos de
resultados possiveis. Supondo que P(B) > 0, defini-
mos a probabilidade condicional de A dado B por

P(AnB)
P(B)

Em palavras, a probabilidade condicional de A dado
B consiste na probabilidade de A acontecer, sabendo
a priori que B aconteceu.

Por exemplo, considere o lancamento de um dado
honesto, cujas faces contém todos os nimeros de 1 a
6. Logo, cada ntimero possui uma chance de 1/6 de
ser sorteado. Se alguém vé o resultado mostrado e diz
(de maneira confidvel) que este resultado é um nu-
mero par, qual a probabilidade deste ser o namero 2?
N3ao é mais 1/6, e sim 1/3, porque, dado que o resul-
tado é par, ha apenas as possibilidades 2, 4 e 6.

P(AIB) =
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Visualmente, podemos pensar na probabilidade
condicional como a restricdo do espago amostral ao
conjunto B, veja a Figura|[T}

A B

Figura 1: Intuitivamente, condicionar ao conjunto B
significa restringir o espaco amostral €2 ao evento B.

Dizemos que dois eventos A e B sdo independentes
se

P(AnB) =P(A)-P(B).

A probabilidade condicional nos permite motivar a
definicao acima: como se pode verificar, dois even-
tos A e B (para evitar chateacado, suponha que ambos
tenham probabilidades positivas) sdo independentes
se, e somente se, ao condicionarmos na ocorréncia
de um deles, ndo alteramos a probabilidade do outro.
Ou seja, se P(A|B) =P(A) e P(B|A) =P(B).

Como exemplo, pense em dois lancamentos suces-
sivos de um dado. Se A é o evento sair cara no pri-
meiro lancamento e B é o evento sair cara no segundo
langamento, podemos verificar que A e B sdo inde-
pendentes.

Também podemos definir independéncia (coletiva)
de nao apenas dois eventos, mas de uma quantidade
finita ou mesmo infinita. Uma colecdo de eventos é
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dita independente se, para qualquer subconjunto fi-
nito e ndo vazio de eventos dessa colec¢do, a probabi-
lidade da intersecdo deles é igual ao produto das suas
probabilidades.

A seguir, vejamos o Teorema de Bayes, que sob cer-
tas hipoteses, grosso modo permite:

1) escrever a probabilidade de um evento em ter-
mos de probabilidades condicionais deste evento
com respeito a outros, e

2) reconstruir a probabilidade condicional de B
dado A a partir da probabilidade condicional de A
dado B.

Teorema (Teorema de Bayes). Sejam By, ..., B, even-
tos, todos de probabilidade positiva, que particionem
o0 espago Q, ou seja, sdo disjuntos e sua unido é igual
a Q. Dado um evento A, vale que

n
@ P(A) =) P(AIBy)-P(By).
k=1
(b) Suponha que P(A) > 0. Entdo, para qualquer in-
dicei=1,...,n,

P(AlB;) -P(B;)

P(BilA) = ST P(AIBY P(By)

Demonstracdo. Como Bj,...,B, particionam o es-
paco, temos que (2 = UZ:1Bk' Portanto, A= AnQ =
Uzzl(An By). Como os eventos By sdo disjuntos, os
eventos AN B também sao. Pela aditividade da pro-
babilidade, temos que P(AN Q) = ZZZIIP(AH By), o
que mostra o item (a) do enunciado. Para o item (b),

P(BinA)  P(A|B;)-P(B;)
P(A) X}, P(AIBy)-P(By)’

P(B;lA) =

onde, na segunda igualdade, usamos o item (a) no de-
nominador. a

Observacao: O Teorema de Bayes também vale no
caso de enumeraveis eventos Bj,B>..., sendo a de-
monstracdo andloga.

O Assassinato

Considere uma ilha com 7+ 2 habitantes. Um deles
é assassinado, restando portanto n + 1 habitantes, e
sabe-se que o0 assassino é um dos habitantes do local.
Assuma que a probabilidade de um habitante qual-
quer ser o assassino seja iguala 1/(n+1).
Investigadores descobrem vestigios de sangue na
cena do crime, ndo em quantidade suficiente para
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descobrir quem € o assassino, mas o bastante para es-
tabelecer um certo perfil. Tipo sanguineo, por exem-
plo, mas ndo DNA, que permitiria descobrir com cer-
teza o culpado.

Sabe-se que a probabilidade de cada ser humano
ter este perfil sanguineo € igual a p, com0<p <1, e
seres humanos sdo independentes com relacdo a esta
propriedade.

Além disso, como o assassino estd entre os habitan-
tes, sabemos também que pelo menos um deles tera
o perfil do assassino (a0 menos o préprio assassino!).

A policia comeca a investigar, um por um, ao acaso,
os habitantes da ilha. O primeiro a ser investigado
é a pessoa que chamaremos de Yplison, e verifica-
se que Yplison tem o perfil encontrado na cena do
crime. Condicionado a este evento, qual é a proba-
bilidade de que esta pessoa Yplison seja o assassino?
Em outras palavras, em quanto muda a probabilidade
de Yplison ser o assassino dado este evento no qual
verifica-se ter Yplison o perfil do assassino?

Em outras palavras, denotando por Y o evento
Yplison é o assassino, e por S o evento Yplison tem o
perfil sanguineo encontrado na cena do crime, quanto
é P(Y]S)? Vejamos “solucdes” para o problema.

A Primeira Solucao

Uma probabilidade condicional P(:|S) é uma proba-
bilidade (fato da vida: o aceitaremos sem demonstra-
¢do, ainda que nao seja dificil prova-lo). Denote entdo
Ps(-) = P(:|S). Seja Ty o evento no qual k habitantes
da ilha, dentre os n habitantes (excluindo-se Yplison)
tém o perfil sanguineo do assassino.

Usando a parte (a) do Teorema de Bayes, podemos
deduzir que

Ps(Y) =) Ps(YI|Ti)-Ps(Tp).
k=0

Portanto, precisamos calcular Ps(Y|T¢) e Ps(T¢). Co-
mecemos pela segunda. Faremos o seguinte: denote
por L a lista de n+1 entradas, cada uma sendo zero
ou um, indicando se o tipo sanguineo de cada pes-
soa coincide com o tipo sanguineo do assassino. Es-
tas entradas sao independentes, e cada uma possui
probabilidade p de valer 1. Seja E€{1,...,n+1} o na-
mero (aleatdrio) que representa a posicdo que Yplison
ocupa nesta lista (usamos a letra E de escolhido pela
policia). Dai, temos que, para k € {0,..., n},
Ps(Ty) =[P>[ Y L= k’LE - 1]
J#E
P[Z#ELj —k Lp= 1]
- P[Lg=1]

) (1
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em que a virgula dentro da probabilidade no denomi-
nador acima denota a intersecdo dos eventos. Calcu-
lemos separadamente as probabilidade no denomi-
nador e no numerador acima. Para isto, basta separar
o evento em funcao do valor que E assume:

n+l1

PlLe=1]=P|Lp=1, U[E |

n+1

—P[ Udze=1nie= k)|

+
Y P(ILg=1N[E=k])

S
—

N
Z (ILx =1IN[E=k])

ndep- %IIP[L =1]-P[E=
= k=1]-P[E=k|
k=1
n+l

=Y p-

k=1 n+l

Para encontrar a probabilidade que estd no nume-
rador de (I), fazemos um célculo andlogo separando
0 evento nos possiveis valores que E assume:

Pl Y Lj=kL=1|
j#E

n+1
Y P Y Lj=klp=1E=¢|
=1 ‘jzE

n+1
Y P Y Lj=kL=1E=(]
/=1 j#l
n+1

"I Py Ry 1y =k]
de =kl
n+1 ;5 izt

E um exercicio (ou faz parte de alguma aula) num
curso bésico de Combinatéria provar que a soma de
varidveis Bernoulli independentes com mesmo para-
metro é binomial. No nosso caso, isso corresponde a
mostrar que [P’[Zjﬂ Lj= k] = (p*a-p*. Este
€ justamente 0 nosso caso, pois os L; valem zero ou
um (sdo Bernoulli) e sdo independentes. A proba-
bilidade de uma determinada sequéncia com k uns
e n—k zeros é pk(l - p)"‘k. Mas temos que contar
quantas sequéncias tém k uns e n— k zeros. Estas sdo
k!(nLik)!’ pois temos k repeticdes de uns e n— k repeti-
¢oes de zeros (permutacao com repeticdo, veja [1] por
exemplo). Assim, deduzimos que IP[Z jrelj = k

(1 p* - p)"~* e, por conseguinte, que

Pl Y Lj=kLp=1]= p( )p 1-pmk.
j7E
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Dividindo as duas probabilidades correspondentes ao
numerador e denominador de (1), obtemos simples-
mente

Ps(Ty) = (Z)’”k“ -p) k. @)

Calculemos agora a primeira probabilidade reque-
rida. Condicionado a Ty, incluindo Yplison, temos
k+1 pessoas com o perfil sanguineo do assassino. As-
sim, Yplison terd a probabilidade de 1/(k+1) de ser o
assassino. Ou seja,

1

Ps(Y|Ty) = m .

Hum, a afirmacao acima pode parecer um pouco for-
cada... para ndo deixar nenhuma sombra de duivida,
deixemos de preguica e facamos as contas. Quem
estd na chuva é pra se molhar. Ou como diria Paulo
Freire, ensinar € um ato de amor, logo um ato de co-
ragem, ndo pode temer o debate. Denote por A o nt-
mero aleatério em {1,...,n+ 1} que corresponde ao
assassino. Logo, o evento Yplison é o assassino é o
evento [E = A]. Temos que

Ps(Y|Tx)

_IP[E AIY Li=kLg= LA_l]
J#E

IP[EzA,Z#ELj —kLp=1L,= 1]
= . (3)
P[Z#ELJ- =k,LE=LA=1]

Calculemos as probabilidades no numerador e deno-
minador acima, comecando pelo numerador:

P[E AY Li=kLg= LA—I]
j7E

p |n k n—k

- 1- .

Para calcular o denominador, separamos nos eventos
[E = A] e [E # A], como segue:

IP’[ZL]—ICLE LA_1]

j7E
—[P[E AY Lj=kLg= LA_1]
J7E
+IP[E;£A Y Li=kLg= LA_1]
J7E
p ny i n—-k
— 1_
n+1 k)p( P)
2
npnlkl (n=D=(k-1)
1-
+ (k 1) (1-p)
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Fazendo o quociente entre numerador e denomina-
dor, inferimos que

Ps(Y|Ty)
A (pra—pr*
22 (pra—pyrk+ 22 () pE A - p)nk
I ¢ (I
D+nG)  ()+k() k1
como esperdvamos (ufa!). Agora que ja temos Ps(T%)
e Ps(Y|Ty), podemos terminar a solucio:

n
Y Ps(Y|Ty)-Ps(Tx)

Ps(Y) =
k=0
_ - L n n—k
_kg‘o +1(k)p (1=p)
_ n 1 n! n—k
=L G R P P
_ 2z n! n—k
_g(kﬂ)'(n oP 4P
_ 1 1) (n+1)—k
_—p(n+1)k§1( ) )p (1-p)
_ 1_(1_p)n+1
- pn+1)
A Segunda Solucao

Vamos usar a parte (b) do Teorema de Bayes para uma
segunda solucdo. Ou seja, vamos “inverter” a proba-
bilidade condicional. Denote por Ylo complementar
de Y, ou seja, YC =Q-Y, que corresponde ao evento
Yplison ndo é o assassino.

Note que Y e Y® formam uma particao do espago
amostral. Além disso, P(S|Y) =1, pois se Yplison é o
assassino, o evento no qual ele tem o perfil sanguineo
tem probabilidade um. Por outro lado, se Yplison ndo
é 0 assassino, a probabilidade condicional de Yplison
ter o mesmo perfil sanguineo do assassino € igual a
p. Logo, HVOE p. Dai, aplicando o item (b) do
Teorema de Bayes, temos que

P(SIY)P(Y)

P(SIYV)P(Y) +P(S|YO)P(YT)
1
"+l

1 n+1+p (1_n+1)
1
n+1

1
m PG
1

P(YIS) =

:1+pn'
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Muito mais facil, né? Mas esta resposta ndo bate
com a primeira solu¢do! Temos um paradoxo, pois as
duas parecem corretas. Onde esté a falha?

A Terceira Solucao

Bem, como as respostas na primeira e segunda solu-
¢Oes nao coincidem, pelo menos uma nao pode estar
correta. Mas qual seria? Antes de encontrar onde esta
o lapso, vejamos uma terceira solucao, bastante sim-
ples e precisa, que nos indicard qual das duas solu-
¢cOes anteriores é a correta.

Considere, como antes, E€{1,...,n+1} a pessoa es-
colhida aleatoriamente pela policia de maneira uni-
forme e A€ {1,...,n+ 1} o assassino, que também é
aleatério e uniforme, e L € {0,1}"**! a lista aleatéria
de zeros ou uns que determina o perfil sanguineo de
cada pessoa. Além disso, cada pessoa (ou seja, cada
entrada de L) é independente e tem probabilidade p
de serigual a1, e E, A e L sdo independentes. Entdo

Ps(Y)

P[E=A|lLy=Lg=1]
P[E=ALa=Lg=1]|
P[La=Lg=1]

O numerador acima é dado por

p
n+1

P[E=ALx=Lg=1]|=

e, para calcular o denominador, separamos nos even-
tos nos quais Yplison é o assassino ou nao:

IP[LA:LE:]-]:P[LA:LE:].,E:A]

+P[La=Lg=1,E#A|
p )pz.

= 1-—
n+l n+1
Dividindo os valores obtidos, chegamos em

Ps(Y) =

_P_

n+1 — 1
p_,n® 1+pn’
n+1 + n+1 P

que coincide com a segunda solucao.

A Correcao

Por incrivel que pareca, o erro na primeira solucao
por assim dizer, é mais de interpretacdo do problema
do que de matematica. Isto o torna mais sutil e dificil
de ser corrigido. Todos os passos nos cédlculos mos-
trados na primeira solugdo sdo validos.

Como [2 pagina 26] aponta corretamente, a falha
na primeira solugdo tem a ver com a férmula (2) para
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a probabilidade Ps(T%). Contudo, comete um lapso
em sua justificativa (que atire o primeiro livro aquele
ou aquela que nunca errou uma demonstracdo). O
autor diz que:

In method (1), we said that the probabi-
lity that there are k other people with John
Smiths’ profile is given by @). This seems
obvious, but is, in fact, not correct. The
fact that the first person to be checked has
the particular DNA profile, says something
about the total number of individuals with
this profile.

Em traducao livre e adaptada:

Na primeira solugdo, dissemos que a pro-
babilidade de que k pessoas, dentre aquelas
excluindo-se Yplison, tenham o perfil san-
guineo é dado por (2). Isto parece 6bvio, mas
é, deveras, incorreto. O fato que a primeira
pessoa verificada tem o perfil sanguineo diz
algo sobre o total de individuos com este per-

fil

Ou seja, [2] argumenta que Yplison testar positivo al-
tera a distribuicdo da amostra, em outras palavras,
causa um viés, e que a féormula (2) estd errada por tal
motivo. O seguinte argumento empirico parece forta-
lecer esta ideia:

Imagine que vocé tem em maos um saco de balas,
que podem ser de morango ou de menta, de maneira
independente com pardmetro p. Se vocé enfia a mao
no saco, e retira um punhado de balas, e todas as ba-
las retiradas sdo de morango, entdo seria mais prova-
vel que as balas que restaram no saco sejam de mo-
rango, certo?

Na vida real, é razodvel pensar neste caso que reti-
rar um punhado de balas, todas, de morango, enviesa
a amostra. Se sdo 100 balas no saco, e vocé tirou ao
acaso 98 balas, todas de morango, vale a pena apostar
que as duas tltimas também sdo de morango. Tal si-
tuacdo é muito comum em Estatisticﬂ onde o obje-
tivo seria encontrar (estimar) o pardmetro p, que nao
é conhecido. E se um punhado de balas causa um
viés, uma tnica bala também causa. Podemos entao
transpor este argumento para o problema do assas-
sino na ilha, onde esta tinica bala seria Yplison, que
deu positivo.

Mas este ndo € o caso no problema do ilha, onde
p é dado a priori! Se cada bala possui probabilidade

1Em Estatistica, o objetivo grosso modo ¢é estimar a distribui-
¢do de probabilidade, que é desconhecida ou, ao menos, apenas
parcialmente conhecida.

12 Revista de Matematica Hipatia

p e estas sdo independentes, retirar um punhado de
balas, todas de morango, nao afeta a distribuicdo das
que restaram, que continuam sendo Bernoulli de pa-
radmetro p. Bem, para p = 1/2, digamos, retirar um
montdo de balas, todas de morango, € bem improva-
vel. Mas caso isso aconteca, isso ndo afetard a dis-
tribuicdo das balas restantes! Foi precisamente isso
que demonstramos ao provar (2). Bem, mostramos
no caso de uma bala, mas vale também para um pu-
nhado de balas. Em resumo, a nossa prova de (2) esta
correta sim.

Entao, qual o problema? H4 um viés, de fato, mas
nao devido a Yplison testar positivo. O viés decorre
da existéncia do assassino, que nao foi considerada.
Imagine que Yplison, que testou positivo, ndo é o as-
sassino. Entdo o assassino estd entre as outras n pes-
soas, e isso sim causa um viés, porque o assassino
tem o tipo sanguineo encontrado na cena do crime.

Em outras palavras, a férmula (2) foi deduzida cor-
retamente, mas nao representa o problema, porque
condiciona apenas no evento em que Yplison testa
positivo, e ndo considera a existéncia do assassino
(que é positivo e que pode ou nao ser Yplison). Eis a
escondida, sutil falha de interpretacdo do enunciado
na primeira solu¢do. O evento em que condiciona-
mos para encontrar Pg(Ty) deveria ser [Lg=1,L4 =1]
e ndo [Lg = 1]. Note que em consideramos [Lg =
1,L4 = 1] no condicionamento, o que levou correta-
mente a Ps(Y|Ty) = ﬁ, bem como na terceira solu-
¢do do problema que apresentamos.

A seguir, recalculemos Ps(Ty) para corrigir a pri-
meira solucdo. Para k € {0,...,n},

Ps(Ty) :[P>[ Y L= k|LE:LA: 1]
j7E
) [P’[Z#ELJ- —k Lp=1Ls= 1]

4
P[Lp=La=1] @

O denominador em (4) é dado por
+P[Lg=La=1,E# A

2

N

n+l n+l

e o numerador em (4) é dado por

P[ZLj=k,LE=LA=1,E=A]

j7E
+IP[ZL]~=IC,LE:LA:1,E7£A]
j7E
p (n] & n—k
= 1-
n+1(k)p( P)
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2

p'nn-1| (n=1)-(k-1)

+ 2= 1- .
n+1(k—1)p (1=p)

Fazendo o quociente, obtemos

k+1 [n) . _
Ps(Ty) = 1-p)" k.
s(Tx) 1+pn(k)p( p)

E, usando esta expressdo, podemos corrigir a segunda
solucao:

n
Ps(Y) =) Ps(Y|Ty)-Ps(T)
k=0

1 k+1 (n

n
:,;)k+1.l+pn
1

:1+pn'

O Problema das Criancas

Vejamos um problema de condicionamento famoso,
o Problema das Criangas, e tracemos um paralelo
com o problema anterior. Vejamos.

Para aquecer, analisemos a seguinte questdo. Uma
familia tem duas criancas. Qual a probabilidade de
serem duas meninas?

Embora ndo tenha sido dito, é comum supor im-
plicitamente indepéndencia e uniformidade em pro-
blemas assim. Logo, temos 1/2 x 1/2 = 1/4 como res-
posta.

Continuando: Uma familia tem duas criangas.
Dado que hd pelo menos uma menina, qual a proba-
bilidade (condicional) de serem duas meninas?

Denote Q = {(a,a),(0,0),(a,0),(a,o0)} o espaco
amostral, no qual a representa género feminino, o
género masculino, a posicdo no par ordenado indica
quem é mais velho, e assumamos que este espaco é
equiprovavel. Condicionar a saber que héd pelo me-
nos uma menina significa condicionar no evento B =
{(a,a),(a,0),(0,a)}. Usando a definicdo de probabili-
dade condicional, temos que

1/4

Pl(a,allB) = 17 =

Vejamos agora o problema das criancas com sua
respectiva pseudo-solucdo: Uma familia tem duas
criangas e sabe-se que hd pelo menos uma menincﬂ
Vocé toca a campainha e uma menina abre a porta.

2Mantivemos o enunciado original do problema por uma
questdo histérica. E importante ressaltar que questdes de género
sdo muito mais complexas e profundas do que simplesmente fe-
minino/masculino. Veja a excelente referéncia [3] sobre o as-
sunto, por exemplo.
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Como jd sabiamos que havia pelo menos uma menina,
isto ndo traz nenhuma informacdo adicional. Assim,
a probabilidade de que sejam duas meninas continua
sendo 1/3.

Errado, a crianca abrir a porta traz informacao sim.
E uma situacéo similar ao que fizemos na deducio de
@), condicionando na existéncia de uma pessoa po-
sitiva (que aqui corresponde a haver pelo menos uma
menina). Inicialmente, cada pessoa era independente
com probabilidade p. Ai condicionamos em haver
uma pessoa positiva (e o total de pessoas deixa de ter
distribuicao binomial). Depois testamos uma pessoa,
Yplison, que da positivo (a crianga abre a porta e é
uma menina). E isto torna a distribuicdo dos demais
novamente binomial com o pardmetro original p.

Vejamos o argumento dado por Meester
neste caso, que é bastante simples e ilustra-
tivo. Meester argumenta que o espaco amostral
Q = {(a,a),(0,0),(a,o),(a,o)} ndo é adequado, pois
ndo caracteriza quem abriu a porta.

Como espaco amostral, precisamos aqui de algo
como

Q={(a*,a),(0*,0),(a*o0),(0*,a)

(a,a*),(0,0"),(a,0%),(0,a™)},

onde o asterisco indica quem abre a porta. Por exem-
plo, o evento {(o0,a*)} representa a primeira crianca
ser um menino, e a segunda crianca ser menina e
ter aberto a porta. Considere este espaco amostral
com uma probabilidade equiprovével. Assim, o pro-
blema acima corresponde a descobrir a probabilidade
de {(a*, a), (a,a*)} condicionado ao evento

{(a*,0),(0,a"),(a",a),(a,a")}

que € igual a 1/2, ndo a 1/3! Para encerrar, note que
o Problema das Criangas ndo é o mesmo que o Pro-
blema da Ilha, pois ndo tem o viés da presenca do as-
sassino, que pode nao ser Yplison.

Conclusao

Paradoxos sdo ferramentas pedagégicas pode-
rosas. Nada como um paradoxo para testar
(nossos  préprios) conhecimentos e profun-
didade de compreensdo. Como disse o fisico
Niels Bohr certa vez, “Encontramos um paradoxo!

Agora poderemos avangar!”.
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