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Resumo

Este trabalho aborda o tema de cadeias de Markov em tempo discreto
e espago de estados finito, contendo exemplos concretos que podem ser
modelados por tais processos estocdsticos. Apresentamos as nogdes e
algumas aplicacdes de distancia em variacdo total entre distribui¢des de
probabilidade, acoplamento de distribui¢des de probabilidade e tempos de
mistura. Por fim, exibimos e demonstramos, de duas maneiras distintas, o
Teorema da Convergéncia em Variagdo Total de Cadeias de Markov.

Palavras-chave: Probabilidade, Cadeias de Markov e Convergéncia em Va-
riacdo Total.
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Abstract

This work is concerned with the subject of Markov chains on discrete
time and finite state space, containing concrete examples that can be mo-
deled by such stochastic processes. We present the concepts and some
applications of the total variation distance between probability distributi-
ons, the coupling of probability distributions and mixing times. Finally, we
exhibit and demonstrate, in two distinct ways, the Convergence Theorem
in Total Variation of Markov Chains.

Keywords: Probability, Markov Chains and Convergence in Total Variation.
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Capitulo 1

Introducao

O principal objetivo desta monografia é apresentar o Teorema de Con-
vergéncia em Variacdo Total de Cadeias de Markov. Para tal, foram intro-
duzidos alguns conceitos necessarios para o entendimento deste teorema.
Concomitantemente, foram dados alguns exemplos praticos de cadeias de
Markov para tornar mais inteligivel a compreensao de alguns conceitos,
além de trazer este estudo a realidade, mostrando algumas aplicacdes.

Cadeias de Markov sdo processos regidos por eventos aleatérios, em
que a cada tempo um elemento da cadeia é escolhido, de que forma que
somente o estado atual é relevante para a predicdo do estado seguinte. Esta
altima propriedade é também chamada propriedade markoviana, em ho-
menagem ao matemadtico russo Andrei Andreyevich Markov (1856-1922).
O estudo de cadeias de Markov atinge, atualmente, uma quantidade con-
sideravel de areas da ciéncia, tais como Fisica (Termodindmica e Mecénica
Estatistica), Economia, Meteorologia, Biologia (Epidemiologia e Dindmica
de Populagdes), dentre tantas outras.

Os elementos de uma cadeia de Markov, também chamados de estados,
formam um conjunto discreto, chamado espago de estados da cadeia de
Markov. Este conjunto pode ser finito ou ndo, porém este trabalho trata
somente cadeias com espago de estados finito, com uma tinica exce¢do. O
tempo, que é o parametro utilizado para reger a mudanca de estados, pode
ser discreto ou continuo, sendo que nesta monografia s6 é abordado o caso
discreto.

O Teorema da Convergéncia diz que, com o passar do tempo, a pro-
babilidade de cada estado de uma cadeia de Markov que possui alguns
pré-requisitos (aperiodicidade e irredutibilidade) ser o estado atual con-
verge para um certo valor. A ideia de convergéncia estd atrelada a métrica
de distancia em variagdo total entre duas distribui¢des de probabilidade e

1



2 Capitulo 1. Introducio

distribuigdes estaciondrias, conceitos que sao devidamente expostos neste
trabalho.

Sendo assim, é necessdrio o entendimento, por parte do leitor, de algu-
mas defini¢des e propriedades vistas nos capitulos precedentes ao teorema,
além de conhecimentos béasicos em Probabilidade, Teoria dos Numeros,
Algebra Linear e Anélise.

A parte tedrica do presente trabalho estd dividida em quatro capitulos:
do segundo ao quinto capitulo.

No segundo capitulo, introduzimos algumas defini¢des, como cadeia
de Markov, matriz de transicdo de uma cadeia, distribuicdo estacionaria
e classificagdes de cadeias de Markov. Todas essas defini¢des, e mais um
resultado visto ainda neste capitulo, sdo cruciais para a compreensdo do
teorema final, e consequentemente, de todo o trabalho.

No terceiro capitulo sdo trazidos alguns exemplos de cadeias de Mar-
kov, com destaque ao Problema da Ruina do Jogador com Viés e ao Pro-
blema do Colecionador de Figurinhas. Tais modelos se sobressaem pela
semelhanga com eventos cotidianos. Ainda neste capitulo, encontramos
alguns resultados referentes a cada um dos exemplos mostrados, sendo
que um destes resultados refere-se a um problema que mescla dois dos
modelos vistos.

O quarto capfitulo é voltado para dar as tltimas bases necessarias para
o entendimento do Teorema da Convergéncia em Variagdo Total. A defi-
nicdo de distancia em variagdo total e suas caracteriza¢des sdo suficientes
para a compreensdo da primeira prova dada para este teorema. Contudo,
ainda é visto o conceito (e alguns resultados) de acoplamento entre duas
distribui¢des de probabilidade, que d4 embasamento para a compreensao
da segunda prova do teorema. O capitulo culmina com a defini¢do de
tempo de mistura e algumas de suas aplicagdes usando acoplamentos em
cadeias de Markov vistas no terceiro capitulo.

O quinto capitulo traz o enunciado e duas provas diferentes do Teo-
rema da Convergéncia em Variagdo Total. A primeira, mais engenhosa,
requerendo conhecimentos basicos de opera¢des com matrizes e vetores
e indugdo matematica, além de resultados vistos no segundo capitulo. A
segunda demonstracdo é bastante curta e elegante, necessitando, além dos
resultados vistos no segundo capitulo, apenas da nogao de acoplamento e
alguns resultados subsequentes vistos no quarto capitulo.



Capitulo 2

Cadeias de Markov: definicOes e
fatos basicos

2.1 Defini¢oes e motivagoes

Definicao 2.1. Uma cadeia de Markov com espago de estados () é um processo
estocdstico (uma sequéncia de elementos escolhidos com certas regras aleatdrias)
que a cada tempo um elemento (chamado de estado) de C é escolhido sequindo uma
distribuicdo de probabilidade que s6 depende do estado imediatamente anterior.
Em outras palavras, se o estado atual é um x, com x € Q, o préximo estado
serd determinado pela distribuigdo P (x,-), que é fixa para cada elemento de .
Matematicamente, estamos assumindo que

]P{Xt+1 = ]/|Ht—1 N {X; :X}} = IP{Xt+1 = yIXt :x} :P(x/]/),

t—1
onde Hy_y = () {Xs = x,} denota qualquer posstvel realizagdo (xo,x1, ..., X;-1) tal
=0

que P {H;_4 ﬂs{Xt =x}} > 0.

A propriedade que nos da a distribui¢do do estado seguinte, sabendo-se
apenas o estado atual, é conhecida como "perda de memoria", ou proprie-
dade de Markov.

Este trabalho aborda somente cadeias de Markov finitas (com Q finito),
com a tnica excegdo do passeio aleatério simples em Z. O tempo utilizado
serd discreto, representado pelo conjunto IN.
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Definicdo 2.2. Uma matriz de transicdo P de uma cadeia de Markov com espago
de estados Q) ¢ definida como P;j = P (i, j), Vi, j € Q, e indica, como mostra a
propriedade de Markov, a probabilidade de passarmos do estado i para o estado |
em um inico passo (mudanga de estado).

Como consequéncia da Definigdo 2.2} tem-se que a x-ésima linha de
P é a distribuigdo P (x,-). Além disso, P é uma matriz estocéstica, ou seja,
possui somente entradas ndo-negativas, e

ZP(x,y) =1,VxeQ,

yeQ)

jd que as somas das probabilidades de sair do estado x fixado, para qualquer
outro estado em Q) (inclusive o estado x) deve ser 1.

Com a matriz de transi¢do de uma cadeia de Markov qualquer, sabe-
mos a probabilidade de partirmos de um estado x e chegarmos no estado

Y, no tempo t = 2. Para isso, devemos calcular } P(x, k) - P(k, y), que é a
keQ
soma sobre todas a possibilidades de ir de x a y em dois passos. Mas isto

é equivalente a encontrar o termo Piy = P?(x, y). Portanto, para obtermos
a probabilidade de, apés um tempo t, passarmos do estado x ao y, basta
encontrarmos P, , = P'(x, y).

Conseguimos, com este recurso algébrico, reduzir alguns problemas
de Probabilidade ao estudo de matrizes de transi¢cdo. Alguns problemas
que abordam fendmenos que dependem do tempo podem ser modela-
dos por cadeias de Markov. Muitos exemplos (alguns bastante ladicos e
concretos) serdo abordados no capitulo seguinte.

2.2 Representacdo através da funcao de mapea-
mento aleatério

Definicdo 2.3. Uma fungdo de mapeamento aleatério de uma matriz de transicio
P, com espaco de estados Q, é uma fungio f : QX A — Q, tal que

P{f(x,2) =y} =P(xy),

onde Z é uma varidvel aleatéria tomando valores em A C R, IP é a probabilidade
associada a varidvel aleatéria Z, e x,y € Q.

A funcdo de mapeamento aleatério é uma maneira pratica para cons-
truir cadeias de Markov, sendo também ttil em demonstracoes.
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Proposicdo 2.1. Qualquer matriz de transicdo em um espago de estados finito
possui uma fungdo de mapeamento aleatdrio.

Demonstragio. Seja QQ = {x1,x, ..., x,} espaco de estados finito. Criaremos
uma func¢do de mapeamento aleatdrio correspondente a cadeia de Markov

em () com matriz de transi¢do P. Tome A = (0, 1]. Escolhendo Z; uniforme-
k
mente em A, e definindo Fjx = ), P(x}, x;) como uma funcao de distribui¢ao
i=1

acumulada de P(x, -), definimos convenientemente
f(Xj, Z) =Xk, para Fj,k—l <z< F]'/k.
Com isso, temos

IP{f(x]-,Z) = xk} = H){Fj,k—l <Z< Fj,k}

k-1 k
= ]P{; P(x]',xi) <7< ;P(x]-,xi)} = P(x]-,xk).

2.3 Classificacao de estados e cadeias de Markov

Definigao 2.4. Sejam x e y estados de Q). Dizemos que x é alcangdvel a partir de
y (escrevemos y — x) se existe n € N tal que P"(y,x) > 0. Se x é alcangdvel a
partir de y e y é alcangdvel a partir de x, dizemos que x e y sdo comunicantes, e
escrevemos x <> V.

Definicdo 2.5. Sendo x € Q, dizemos que x é um estado absorvente se P(x, x) = 1.
Neste caso, se a cadeia chegar alguma vez no estado x, nunca saird dele.

Defini¢ao 2.6. Uma cadeia de Markov P com estados em Q) é dita irredutivel, se
Vx,y € Q, temos x & y. Ou seja, para quaisquer dois estados x,y € Q, existe
um inteiro ndo-negativo t (que pode depender de x e y), tal que P'(x, y) > 0. Caso
contrdrio, dizemos que P é redutivel.

Definic¢do 2.7. O conjunto t(x) := {t > 1: P'(x,x) > 0} é o conjunto de tempos
de retorno de x, e indica os tempos t tais que é possivel sair do estado x, e retornar
a ele préprio exatamente um tempo t depois. Chamamos de periodo do estado x o
MDC dos tempos de retorno de x, ou seja, MDC(t(x)).

Definicao 2.8. Diz-se que uma cadeia de Markov P com espago de estados () é
aperiddica se, para todo x € ), x possui periodo 1. Caso contririo, diz-se que P é
periddica.
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As defini¢des acima de aperiodicidade e irredutibilidade e a Proposigdo
que sera enunciada abaixo, sdo fundamentais para a compreensdo e
prova do Teorema da Convergeéncia.

Lema 2.1. Se P é uma cadeia de Markov irredutivel, com espaco de estados ),
entdo MDC(t(x)) = MDC(1(y)), Vx,y € Q.

Demonstragido. De fato, fixando x e y dois estados em (), a irredutibilidade
de P garante que existem inteiros ndo-negativos r e [ tais que P"(x,y) > 0
e P(y,x) > 0. Sendo m = r + I, temos que P"(x,x) = P™(x,x) > P'(x,y) -
P!(y,x) > 0, e, analogamente, P"(y, y) = P"*'(y,y) > P'(y,x) - P"(x,y) > 0 (as
primeiras desigualdades de ambas expressdes indicam que para retornar a
x, m passos apos ter saido deste estado, a cadeia ndo deva necessariamente
passar em y um tempo r depois, valendo o andlogo para o estado y).
Portanto, m € 1(x) N 7(y). Seja k um inteiro ndo-negativo tal que k € 7(x).
Assim, como Pk(x,x) > 0, segue que P*"(y,y) = P**(y,y) > P(y,x) -
Pk(x,x) - P'(x,y) > 0. Dai, k+m € t(y), ou seja, k € 1(y) —m = 7(x) C
T(y) — m. Seja a um inteiro ndo-negativo, tal que a € 7(x). Logo, a =
b —m, para algum b € 7(y). Com isso, MDC(t(y))|b, o que implica que
MDC(1(y))la + m, e portanto, MDC(t(y))la, pois é sabido que MDC(7(y))|m.
Prova-se, assim que MDC(t(y)) divide todos os elementos de 7(x), o que
implica que MDC(t(y)) < MDC(t(x)). Por um argumento inteiramente
analogo, obtemos MDC(1(x)) < MDC(t(y)), provando o lema. O

Proposicdo 2.2. Se P é uma cadeia de Markov irredutivel e aperiddica, com espago
de estados ), entdo existe um inteiro ndo-negativo r tal que P'(x,y) > 0, para
todo x,y € Q.

Em outras palavras, a matriz P’ ndo possuird nenhuma entrada nula
para algum r ndo-negativo.

Demonstragido. Nesta demonstragdo, usaremos o seguinte fato de Teoria
dos Ntumeros: qualquer conjunto de inteiros ndo-negativos, fechado para
a adigdo, cujo MDC dos seus elementos é 1, deve conter todos os inteiros
ndo-negativos, exceto uma quantidade finita deles (para uma prova deste
tato, ver [Y. Peres], na pagina 20). Como x € Q, e P é aperiddica, tem-
se que MDC(t(x)) = 1. Sabe-se que 7(x) é fechado para a adigdo, pois
se s, t € 1(x), temos que P°(x,x) > 0 e P'(x,x) > 0, e, portanto, P**(x,x) >
Ps(x, x)-P(x,x) > 0. Dai, s+t € 7(x). Pelo fato inicialmente citado, existe g(x)
tal que g > q(x) = g € 7(x). Pela irredutibilidade da cadeia, para qualquer
y € (), existe um inteiro ndo-negativo r = r(x, y), tal que P"(x, y) > 0. Logo,
para q > q(x) + r, temos

Pi(x,y) = P""(x,x) - P'(x, y) > 0,
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visto que g —r > q(x) = g —r € 1(x). Assim, para todo g > gq(x) + 1,
Pi(x,y) > 0. Logo, sendo 4’(x) := g(x) + max r(x, y), tem-se claramente, que
ye

Pi(x,y) > 0,Yq > q'(x),Vy € Q. Como o elemento x é fixo, para garantir
a validade da proposicdo para todos x,y € Q, fazemos q > max q (x),

mostrando, por construgdo, que Pi(x, y) > 0, Vx, y € Q. O

Afirmacao 2.1. Seja P uma cadeia de Markov irredutivel, e seja v o menor inteiro
ndo-negativo tal que P'(x,y) > 0, para todo x,y € Q). Entdo, para todo m inteiro
tal que m > r, temos que P™(x,y) > 0, para todo x,y € (.

De fato, se P'(x,y) > 0, temos que todas as entradas da matriz P" sdo
positivas. Pelo fato de P ser estocdstica, pelo menos um elemento de
cada linha é ndo-nulo. Logo, temos que P™*! = P - P" é uma matriz que
também possuird somente entradas positivas. Indutivamente, temos que

P™"(x,y) >0,Vm >r.

2.4 Distribui¢oes estacionarias

Defini¢ao 2.9. Seja P uma cadeia de Markov em €3, e 7t uma distribuicdo também
em Q. Se 7t satisfaz a igualdade

= TP,
dizemos que 1t é uma distribuicdo estaciondria de P.

E notério que o vetor 7t é auto-vetor a esquerda da matriz de transicao
P. A importancia de se conhecer este vetor é conhecer uma distribui¢do
que é invariante em P com o tempo. Posteriormente, serd visto, no Teorema
da Convergéncia, que toda cadeia de Markov irredutivel e aperiddica tem
distribuicdo que se aproxima da distribuigdo estaciondria. A nogdo de
distancia entre distribui¢des serd definida no Capitulo 4.

Proposicdo 2.3. Seja P a matriz de transigdo de uma cadeia de Markov irredutivel.
Entdo, existe distribuicdo de probabilidade  em Q tal que m = nP, e m(x) > 0,
para todo x € Q.

A prova de existéncia serd omitida, podendo ser encontrada em [Y. Peres],
pagina 12. Contudo, é simples provar que, caso exista a distribuigdo 7,
ni(x) > 0, para todo x € €): basta notar que se n(x) = 0, como n(x) =

Y. 7(y) - P(y, x), temos que ter n(y) = 0, para todo y tal que P(y,x) > 0.
yeQ)

Como P é irredutivel, conseguimos estender este procedimento a todos
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os elementos de (), obtendo 7(q) = 0, para todo g € (), o que seria um
absurdo, ja que qualquer distribuicdo de probabilidade deve ter o valor 1
como soma dos elementos.

Proposicdo 2.4. Seja P uma cadeia de Markov irredutivel, com espago de estados
Q. Entdo, a distribuicdo estaciondria de P é tinica.

Demonstragio. Pela Proposicao garantimos que P possui a0 menos
uma distribui¢do estaciondria. Suponhamos que existam mais de uma
distribuicOes estaciondrias, e que m; e m; sejam duas delas. Se existe C

constante real tal que Z;g; = C, para todo x € Q, entdo 1; = 1,. Supondo
que % nzo ¢ constante, temos que existem x € Q que minimiza XY e
2(x) 4 T2(x)
w € Q tal que P(w,x) >0e 77:1_Ex) < 1 - Agsim, temos
2() T ma(w)

= Y m) Pwo = ¥ 2D ) P,

yeQ yeQ 7'(2(]/ )

> Y 19 ) Py,

= T2(X)

_ 711(X) Z ﬂz(y) ) P(y,x)

T2(x) 0

= T(l(x)/

gerando uma contradi¢do. A primeira e a tltima igualdades usam a hip6-
tese de 71y e 1, serem distribuigdes estaciondrias. A segunda utiliza o fato
de 7, ter todas as entradas positivas, visto na Proposigao A desigual-
dade estrita é explicada pela existéncia do elemento w, vista no comeco da
prova.

O

2.5 Reversibilidade e tempo reverso

Definicdo 2.10. Uma cadeia de Markov P com espago de estados Q, em que, para
alguma distribuicdo m em Q, satisfaca

n(x)- P(x,y) = n(y) - P(y,x), Vx,y€Q, (2.1)

é chamada de reversivel.
A equagio é conhecida como equacdo detalhada de balango.
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Proposicao 2.5. Seja P uma cadeia de Markov com espago de estados Q. Qualquer
distribuigdo 1 que, com P, satisfaca as equagoes detalhadas de balango, é uma
distribuigdo estaciondria de P.

Demonstragido. Somando ambos os lados da igualdade, para todo y € Q),
temos

Y my) Py, %) = ) mx) - Pl y) = m(x) - Y Plx,y) = m(),

yeQ) yeQ) yeQ)
ja que P é estocdstica. |

Definicdo 2.11. Seja P a matriz de transi¢io de uma cadeia de Markov irredutivel,
com distribuigdo estaciondria mt. A cadeia de Markov em tempo reverso de P é
dada pela matriz de transicio

Mme@.

p(x, y) = )

A cadeia de Markov em tempo reverso pode ser entendida como a
matriz que nos fornece probabilidades iguais para uma trajetéria e sua
trajetdria reversa (ou invertida).

A matriz P é estocéstica. De fato,

A - P(y,
Y P =Y, M - Y ) P = s ) = 1

yeQd yeQ) ﬂ(X) 7T( ) yeQd

A pentltima igualdade é devida ao fato de n ser distribuicdo estacio-
néria, e como foi provado anteriormente, um vetor estaciondrio de uma
irredutivel possui somente entradas positivas.

Além disso, se P € reversivel com espaco de estados (), é imediato que
P=P:

) Py, %) _ 4
T =P(x,y), VYx,ye.

Proposicdo 2.6. Seja (X;) uma cadeia de Markov irredutivel em 3, com matriz de
transigdo P, e dzstrzbmgao estaciondria, e se]a (X;) a cadeia de Markov com matriz
de transicdo D. Entdo 7t é estaciondrio para D e para quaisquer Xo, X1, ..., X; € €,
temos

P(x,y) =

70(x0)P(x0, %1)-P(x1,%2) =+ - P(Xu1, Xn) = T0(%) P(Xor, Xm1) -+ P2, 31)- Px1, x0).
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Demonstragdo. Para provar que 7 € estaciondrio para P, escrevemos

N - P(x,
Y ww)- b0 = Y 7" . N pis, ) = ).

yeQ yeQ ﬂ(]/ ) yeQ

A primeira igualdade advém da definicdo de tempo reverso, e a tltima
vem do fato de P ser estocastica.
Para provar o segundo fato, escrevemos

T(x0) - P(x0,x1) - - - P(xp-1, X;1)

como

7t(xo) - P(xo, X1) ) 70(x1) - P(x1, X2) T(Xn-1) - P(Xu-1, 1) )
m(x1) 1(x7) Tt(xy)

T(Xn),

em que nesta passagem, somente multiplicamos os numeradores e deno-
n

minadores por [] 7t(x;), e reagrupamos. Assim, pela definigao de P, temos
i=1

7t(xo) - P(xo, X1) - - - P(x,-1, %) = P(x1, x0) - P(xxa, x1) - - - P(x, 1) - 11(x,,),
como queriamos provar. O

Esta proposi¢do nos fornece uma igualdade bastante notavel: qualquer
trajetéria em uma cadeia de Markov P, que inicia em uma distribuigdo
estaciondria 7t possui a mesma probabilidade de ocorrer que a trajetéria
reversa (uma trajetéria que inicia onde a outra trajetéria terminou, e vice-
versa) em uma cadeia de Markov P, iniciada com a mesma distribuicio
estaciondria . Observe que m(xp) e m(x,) indicam a probabilidade de a
cadeia comegar em x e x,, respectivamente.



Capitulo 3

Exemplos de cadeias de Markov

3.1 Exemplos de cadeias de Markov por classifi-
cacao

Como foi visto na Segao podemos classificar as cadeias quanto a
redutibilidade (redutivel ou irredutivel) e quanto a periodicidade (perié-
dica ou aperiddica). Veremos exemplos ilustrativos de cadeias de Markov
que se enquadram em cada uma das classificagdes acima.

3.1.1 Passeios aleatdrios no n-ciclo (cadeias irredutiveis pe-
ri6dicas e aperiddicas)
Um passeio aleatério no n-ciclo é uma cadeia de Markov com espago

deestados Q) = Z,, = {0,1, ..., n — 1} (sistema completo de restos médulo n),
e é representado pela matriz de transicao

, se k=j+1(modn),

P(j, k) =45, se k=j—1(modn),

O NI= N|=

, caso contrario.

Em outras palavras, a cada passo, passamos de um estado a qualquer
um dos dois estados adjacentes a ele com igual probabilidade. Além disso,
essas sdo as unicas possibilidades de movimento, ou seja, para x,y € €,
P(x, y) > 0 somente para os estados y = x + 1(mod n) e y = x — 1(mod n).

11
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Qualquer passeio aleatdrio no n-ciclo é irredutivel. De fato, temos que
para quaisquer x, y € Q (com x # V),

P(x,y) > % >0, (3.1)
em que r = |x — y| (mod n) é a distancia entre x e y, percorrendo somente o
sentido anti-horario ou somente o sentido horéario.

A primeira desigualdade de se justifica pelo fato de que ha o caso
particular em que |[x — y| = 7, ou seja, x e y sdo diametralmente opostos, e
podemos, em r passos, sair de x e chegar em y tanto pelo sentido horério
quanto pelo sentido anti-horario.

Apesar de todos os passeios aleatérios no n-ciclo se comportarem
igualmente quanto a redutibilidade, quanto a periodicidade ndo ocorre
0 mesmo.

Figura 3.1: A primeira imagem ilustra o passeio aleatério em Z,,, que é
periddico. A segunda imagem representa o passeio aleatério aperiddico
em Zg.

Afirmacao 3.1. Se n é impar, temos que o n-ciclo é uma cadeia aperiddica, en-
quanto que se n for par, temos o n-ciclo como uma cadeia periédica.

O primeiro fato é facilmente observado: tome x € {0,1,2,..,n -1},
com n impar. Saindo de x, podemos voltar para x em exatamente dois
passos: € s6 tomarmos o sentido horério no primeiro passo e depois o
anti-horario no segundo passo (ou o contrério). Além disso, saindo de
x, e andando n passos somente no sentido horario (ou somente no anti-
horério), retornamos a x. Como MDC(2,n) = 1, j&4 que n é impar, temos
MDC(7(x)) = 1, ou seja, a cadeia é aperiddica (ja que isto ocorrerd para
todo x € Q).

O segundo fato pode ser entendido melhor através da Figura
Quando 7 é par, conseguimos colorir os estados do n-ciclo de forma al-
ternada (cores branca e preta). Assim, se o estado atual é de cor branca, o
estado seguinte é de cor preta, e vice-versa. Com isso, temos que se x € (),
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(x) = {2,4,6,...}, ou seja, MDC(7(x)) = 2. Dai, conclui-se que, se n é par, o
passeio aleatério no n-ciclo é dado por uma cadeia de Markov periédica.

3.1.2 Exemplo de cadeia de Markov redutivel

Afirmacao 3.2. Uma cadeia de Markov P com espaco de estados C, com |Q)| > 2,
e algum estado x € Q) absorvente, é redutivel.

De fato, se x € Q) é absorvente, temos que P(x,x) = 1. Assim, é claro
que para todo k € Q) tal que k # x, P(x, k) = 0. Logo, para todo r natural, tal
quer > 1, temos

P'(x,x) = Z PY(x,k) - P(k,x) = P! (x, x) - P(x, x) = P} (x, x).
keQ
Como P(x,x) = 1, temos que P’(x,x) = 1 para todo r inteiro positivo.
Dai, para todo r € IN, e para todo y € Q tal que y # x, temos P'(x, y) = 0.
Logo, nenhum estado diferente de x é alcanc¢dvel a partir de x, o que

caracteriza uma cadeia de Markov redutivel (por nao ser irredutivel).
Com isso, sendo P uma cadeia de Markov com matriz de transicao

11
— 2 2
=[5 1)

temos que um de seus dois estados é absorvente, indicando que P é redu-
tivel.

Figura 3.2: Grafo correspondente a cadeia de Markov com matriz de tran-
si¢do P acima, em que o estado da direita é absorvente.

Os exemplos das Segdes [3.3|e 3.4 evidenciam casos de cadeias de Mar-
kov redutiveis.

3.2 DPasseio aleatério no grafo completo

Um grafo G = (V,E) é formado por um conjunto de vértices V (que
numa cadeia de Markov podemos entender como um estado) e um con-
junto de elos E entre pares de vértices (no méximo um elo para cada par
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de vértice) , que nos informa quando pares de vértices sdo comunicantes.
Um grafo completo é definido como um grafo que possui a quantidade
méxima de elos. Como cada par de vértices possui no maximo um elo
unindo-o, temos que um grafo completo de m vértices possuira () = ’”22_ o
elos.

Podemos também entender geometricamente que um grafo completo
de m vértices é um m-adgono convexo com todos seus lados e diagonais

representados.

Figura 3.3: Grafo completo de 7 vértices. Observe que todas as 14 diagonais
e 7 lados do heptdgono convexo estdo representados.

Seja P uma cadeia de Markov representada por um grafo completo de
n vértices A1, Ay, ..., A, (assim, {A1, Ay, ..., Ay} = Q). Suponha uma distri-
buigdo P (A;,-) tal que P(A;, A;) = 0,Vi € {1,2,...,n}, e P(A;, Aj) = anw caso
i #].

Se o estado inicial for, por exemplo, A;, apds um passo, a chance de
o estado corrente ser novamente o A; é nula. Neste caso, teremos uma
probabilidade de 17 para cada um dos outros estados no passo seguinte
(podemos entender tal fato como uma distribui¢do uniforme de probabili-
dade aos n — 1 vértices restantes).

Queremos encontrar o valor de P* (A1,Ap), para qualquer A, € Q. Ap6s
dois passos, a probabilidade de voltarmos ao vértice de partida A; é de
-L. De fato, temos que

P(Ai, A1) = ) P(A1, A - P(Ay A).
k=1

Como P(A1, A1) - P(A1, A1) = 0 e P(A1, A) - P(Ax, A) = 75 - 75 = o2

1" u1 T 1)y
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para k # 1, temos que

1 1

n_
mn-12 n-1

P(Ai, A1) = ) P(A, A P(A, Ar) =
k=2

Assim, a probabilidade %=1 — - = =2 restante deve ser distribuida uni-

formemente para os n-1 vértices restantes. Logo, temos

n-2
P* Ay, Ap) = ——
( 1, k) (7’1 _ 1)2/
se Ay € Q ek # 1. Repetindo o procedimento, chegamos ao fato de que
PXAL,A) _ n-2
n-1  (n-17

P(A1, Ay = Y PA(Ay, A - P(A Ar) = (n = 1) -
AreQ)

ja que temos n-1 vértices distintos de A;, cada um com probabilidade -5
de ser o antecessor imediato do vértice A;. Generalizando, chegamos ao
seguinte fato:

Pi(A1, A) = )| PIU(AL AY) - P(Ay, Ar) = P (A, Ap),
AreQ)
com j > 1, para qualquer Ay fixado tal que Ay # A;, Ax € Q. Como ja
sabemos que
1-PI"'(Ay, A
n-1
se k > 2, para algum Ay # A; fixado e Ax € Q), podemos inferir que

1-PY(Ay,Ay)
n-1 '

PITY(Ay, Ay) =

7

PI(Ay, A1) = PPY AL Ay) =

Temos, portanto, uma férmula recursiva para o valor de Pi(A;,A,). Resolvendo-

a, obtemos ,
. 1 (=1)
Pl(A,A) = —+ ———. 2
(A1, A1) n+n~(n—1)1‘1 (3.2)
E, para Ay € Q fixado ek # 1, temos
1-Pi(A,A) 1 (-1y*!

P, A) = — = = L+ (3:3)

. 1
Finalmente, notamos que os valores de (3.2) e (3.3) convergem para —

‘ 1
quando j aumenta, ou seja lim P/(A;, Ay) = r para todo Ay € Q.
j—o0
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Observacao 3.1. Um fato interessante de observar é que para um j impar,

Pi(A,Ay) < % < PI(Ay,Ax), com k € {2,..,n}. Para j par, PI(A1, Ay) <

1 .
- < PI(A4, A1), novamente com k € {2, ..., n}.

3.3 O Problema da Ruina do Jogador com Viés

Defini¢ao 3.1. Sendo X uma varidvel aleatéria discreta com valores x1, 3,3, ...,
definimos a esperanga de X como a série

[se]

E(X) = ) x- P(x),

i=1
em que P(x;) indica a probabilidade de ocorrer o evento simples x;.

A esperanca de uma varidvel aleatéria discreta pode ser entendida
como o valor médio esperado dessa varidvel, quando ela for repetida uma
grande quantidade de vezes. Obviamente, se todos os eventos x; forem
equiprovaveis, e x; for um conjunto finito, a esperanca serd dada pela
média aritmética dos valores x;.

Abaixo, vejamos um resultado bastante conhecido em Probabilidade e
Estatistica, conhecida como desigualdade de Tchebychev.

Proposicdo 3.1 (Desigualdade de Tchebychev). Seja X uma varidvel aleatéria

E(X
ndo-negativa. Entdo, para todo A > 0, temos P(X > A) < %

Demonstragio. Sendo 1jx>,; a fun¢do que assume valor 1 para X > A, e valor
0 caso contrdrio, é facil ver que

X>A- l[Xz/\]-
Pela defini¢do de esperanca, notamos que
E(X)>A-P[X>A]+0-P[X>A]=A-P[X > A].

EX
Obtemos, portanto, que P(X > A) < # O

Definigao 3.2. Um exemplo cldssico de cadeia de Markov é o Problema da Ruina
do Jogador. Considere um jogador que possui uma fortuna k, sendo k um valor
inteiro positivo. Ele langa uma moeda ndo-viciada (ou seja, a moeda tem uma
probabilidade igual de o resultado dar cara ou coroa), aumentando sua fortuna
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para k + 1 caso a face voltada para cima seja cara, e reduzindo sua fortuna para
k — 1 caso a face voltada para cima seja coroa. Caso o jogador obtenha, em algum
momento, uma fortuna n, com n inteiro positivo e n > k, ele para de jogar a moeda.
Caso o jogador perca toda a sua fortuna, ele para de apostar.

Podemos modelar esta situagdo considerando cada valor inteiro entre
0 e n (inclusive) como um estado de uma cadeia de Markov. Nesta cadeia,
teremos P(0,0) = P(n,n) = 1, ou seja, os estados 0 e n sdo absorventes
(implicando na redutibilidade da cadeia) e, Vx € {1,2, ..., n — 1},

1

P(x,y) = {5’

0, caso contrario.

selx—y| =1,

Podemos entender tal caso como um passeio aleatério (X;) em {0, 1,2, ..., n},
até o momento em que um dos estados 0 ou 1 é atingido.

Vejamos o Problema da Ruina do Jogador com Viés: vamos supor que,
ao invés de a moeda ser honesta, ela tenha probabilidade p de sair cara e
1 — p de sair coroa, para0 <p <1l,ep # 3.

Seja T 0o menor tempo em que a fortuna do jogador alcanga 0 ou 7, ou
seja, T := min {t | X; € {0,n}}. Além disso, dizemos que pi := P {X; =n} é
a probabilidade de o jogador alcancar n antes de 0, sabendo que a fortuna
inicial é k. Assim, obviamente temos py = 0 e p, = 1. Além disso, para
1<k<n-1,temos

pr=0=p) pr1+p - Pra- (3.4)

Podemos justificar pelo fato de que, estando em k, a cadeia de
Markov s6 se move parak—1ouk+1. Assim, podemos definir a probabili-
dade de alcangarmos a fortuna, saindo de k, em funcdo das probabilidades
de a alcangarmos, saindo de k — 1 e k + 1, com seus respectivos pesos

(probabilidades).
Logo, resolvendo o sistema recursivo
0, sek =0,
Pr=141, sek=mn,

1=p) pec1+p-prs1, sel<k<n-1,
obtemos, para 1 < k < n, que px = (1 —p) - px-1 + p * pr+1. Dai, obtemos
- 1—
P‘Pk"‘(l—P)'Pk:(1—P)'Pk—1+P'Pk+1=>pk+l Pr _ ]9.
Pk = Pk-1 P

Com isso, definindo Ay := px — pr-1, para 1 < k < n, temos que

11—
Ap1 = (_p) - A,
p
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o que indica que A;, com 1 < i < k, forma uma progressdo geométrica de
-~ 1- .. N
razao —pp. Vamos encontrar o primeiro termo da progressao.

Mas, pela defini¢do de Ay, obtemos ), Ax = p, — po = 1. Usando a férmula
k=1

para a soma de uma progressdo geométrica finita, vem

Portanto,
A =pP1—pPo=pP1= )

Resta encontrar os valores de pi, para todo 1 < k < n. Mas, temos que

k
pr = 2. A;. Como A; forma uma progressdao geométrica finita, com termo
i=1
1-(2)
P

paratodok €{0,1,2,..., n}.

Sabendo que a fortuna inicial é k, queremos descobrir o tempo esperado,
fi := Ex(t), para chegarmos em algum dos dois estados absorventes. De
inicio, temos que fy = f, = 0.

Além disso, inferimos quese 1 <k <n -1,

fi=p A+ fis) + (A =p)- A+ ficr),

tendo em vista que ha a probabilidade p de o préximo passo ser k + 1, e
probabilidade 1 — p de o préximo passo ser k — 1. Porém, ao expressarmos
a esperanca em k em funcdo das esperangas nos estados adjacentes (k — 1
e k + 1), devemos acrescentar uma unidade em cada uma das esperancas
fr+1 € fro1 antes de multiplicarmos pelo seus respectivos pesos, ja que ao
passarmos de k a um estado vizinho, ja realizamos um passo.

Obtemos, portanto, o sistema recursivo

0, sek=0,
fi =10, sek=mn,
p-A+ fir)+Q=p)- (1 + fic1), sel<k<n-1
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A solugdo deste sistema é dada por

41 (ip)k—l
fi = E(t) = | = Nk—mn-

U]

Para encontrar solugdes de sistemas recursivos ndo-homogéneos de
primeira ordem e coeficientes constantes, ver [H. Pollman|] nas paginas 38
a 40.

Proposicdo 3.2. Considere, agora, a versio tradicional do Problema da Ruina do
Jogador (p = 3). Seja X; a varidvel que indica a fortuna do jogador no tempo t,
e seja T o tempo gasto para chegar em um dos estados absorventes. Assumindo
Xo =k (0 < k < n) como a fortuna inicial do jogador, temos

(1) = k(n - k),

em que P { X, = n} e Ex(7) indicam, respectivamente, a probabilidade de, partindo
do estado k, chegarmos em n antes de chegarmos ao 0, e o tempo esperado para
chegarmos a um dos estados absorventes, sabendo que a fortuna inicial é k.

Podemos provar isto, fazendo

_ ()
lim]Pk{XT:n}:liml (”)nzk,
p—3 P"%l—(%)
€ k
lim [Ex(7) = lim 1%4_1 . k—n~(1r%p)—_1 =k-(n—-k),
S ) R

j& que tanto Py {X; = n} quanto Ei(7) sdo fungdes continuas em p. Para
provar a continuidade de tais fungdes, podemos utilizar o Teorema da
Convergéncia Dominada, porém isto ndo serd feito neste trabalho.

Existe uma prova mais elegante (e sem utilizar a férmula obtida no caso

com viés) para a proposi¢do acima. Para isso, ver [Y. Peres], paginas 21 e
22.
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3.3.1 Um resultado anti-intuitivo

Vejamos, agora, um resultado envolvendo um passeio aleatdrio no n-
ciclo, mas que é solucionado através do que foi obtido no Problema da
Ruina do Jogador. Este resultado, que serd enunciado e provado abaixo,
surpreende por desafiar a intuigdo.

Proposicao 3.3. Considere um passeio aleatdrio n-ciclo. Seja W o iiltimo vértice a
ser visitado no passeio. Entio, W é uniformemente distribuido por todos os vértices
diferentes do vértice inicial, ou seja, qualquer vértice do n-ciclo, excetuando o
vértice inicial, tem uma probabilidade ﬁ de ser o ultimo vértice a ser visitado.

Este resultado parece contraditério, ja que, aparentemente, os vértices
mais proximos do vértice inicial teriam menor probabilidade de ser o
altimo a ser visitado que os vértices mais afastados do vértice inicial.
Contudo, usando o resultado conseguido no Problema da Ruina do Jogador
para p = %, obtemos uma prova simples para tal fato.

Demonstragido. Tomando, sem perda de generalidade, o vértice 0 como o
vértice inicial, calcularemos a probabilidade de cada vértice k (com 1 < k <
n — 1) ser o ultimo a ser visitado.

Para k = 1, podemos imaginar o n-ciclo como um passeio idéntico ao
da ruina do jogador, usando p = %, com estados {1,0,n—-1,n-2,...,3,2}.
Para que o estado 1 seja o ultimo a ser visitado, basta que o estado 2 seja
visitado antes do estado 1, ja que garantiremos que todos os outros estados
em {0,n—-1,n-2,..,3,2} sejam visitados. A probabilidade de isto ocorrer
é -1-, ja que podemos entender este modelo como o de um jogador que
possui fortuna 1, pretendendo alcancgar a fortuna n—1 antes de perder todo
o seu dinheiro.

Se k = n—1, obtemos o mesmo resultado, por haver simetria entre n —1
e 1, partindo do estado 0.

Caso k seja tal que 2 < k < n — 2, temos que, para que k seja visitado,
obrigatoriamente um dos estados vizinhos k — 1 ou k + 1 deve ser visitado
antes de k. Se k-1 for visitado antes de k+1, para que k seja o dltimo estado a
ser visitado, devemos ter k + 1 visitado antes de k. Imaginemos novamente
o Problema da Ruina do Jogador, mas agoraem {k, k-1, ...,1,0,n,... k + 1}.
Analogamente, vemos que a probabilidade de k ser visitado antes de k + 1
é ﬁ Se k + 1 for visitado antes de k — 1, k serd o ultimo estado a ser
visitado somente se k — 1 for visitado antes de k. Imaginando o passeio em
{kk+1,..,n,0,1,..k-1}, novamente hd uma probabilidade ;4171 dek-1
ser visitado antes de k. Ja que, necessariamente k — 1 ou k + 1 deve ser
visitado antes de k, para qualquer k tal que 2 < k < n — 2, ha também uma

probabilidade ﬁ de k ser o ultimo estado a ser visitado. O
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3.4 O colecionador de figurinhas

Um colecionador de figurinhas deseja completar o seu dlbum, e para
consegui-lo, deve achar os n tipos de figurinhas diferentes que sdo fabri-
cados. A cada vez que o colecionador obtém uma nova figurinha, os n
tipos de figurinhas diferentes possuem a mesma chance de ser retirados,
independente dos tipos de figurinhas retirados anteriormente.

Podemos, assim, transformar esse modelo em uma cadeia de Markov.
Os estados (X;) desta cadeia serdo os inteiros {0, 1,2, ..., n}, em que X; serd a
quantidade de figurinhas distintas, dentre as t primeiras figurinhas obtidas
pelo colecionador.

Assim, tem-se claramente, X, = 0, j& que o colecionador comeca com o
album vazio. Além disso, se o colecionador possui k figurinhas distintas,
faltardo n — k tipos de figurinhas. Obtemos, com isso,

P{Xt+1=k+1lxt=k}=”_k

k
PiXp = k| Xe =k} =—.

Notemos que a cadeia é redutivel, ja que uma vez visitando o estado k,
com k # 0, a cadeia ndo visita mais o estado k — 1. Outrossim, como era
esperado, quanto mais tipos diferentes de figurinhas o colecionador tem,
menos provavel que, no passo seguinte, ele encontre um tipo de figurinha
que ele ndo possui.

Proposicdo 3.4. Sob as condigoes citadas acima, e sendo T o tempo em que o
colecionador consegue completar o dlbum, temos que

= 1
EM=n-) =
k=1

em que IE(7) é o tempo esperado para completar o dlbum.

Demonstragio. Escrevendo 7, como o nimero total de figurinhas acumula-
das para obter, pela primeira vez, k figurinhas distintas, temos

T=T,=T1+ (T2 —T1) + ... + (T, — Tp-1)-

Ap6s obter k — 1 figurinhas distintas, o colecionador possui probabi-

—k+1
lidade nT de obter uma figurinha diferente. Caso ele ndo consiga,
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ele continua com esta mesma probabilidade para as retiradas seguintes,
enquanto ele ndo obtém um tipo de figurinha que ainda néo possui. Logo,

n
. E(tr — 70 ) = = . Dai
emos E(ty — Ty-1) P{X=k+1|X, =kl n—-k+1 ai,

n n n 1 a 1
E(t) = E ;(Tk_'fk—l) :;]E(Tk_”—l):n';m:n.;?

O

A segunda igualdade é justificada pelo fato de que a esperanga é li-
near. Para mais detalhes, ver [B. James|], pdginas 115 e 116. Na tltima
desigualdade, foi feita uma mudanga da ordem dos somandos.

Proposicdo 3.5. Seja T a varidvel aleatéria que representa a quantidade de fi-
gurinhas obtidas até completar o dlbum e n a quantidade de figurinhas distintas
necessdrias para completar o dlbum. Entdo, para qualquer ¢ > 0,

P{t>[n-Inn+c-nj} <e”.

Como 7 ja é um valor conhecido, conseguimos limitar a probabilidade
de o colecionador ndo conseguir completar o dlbum, ajustando um valor
adequado de c. Para uma prova desta proposicdo, ver [Y. Peres], pagina
23.

3.5 O passeio aleatdrio no hipercubo

Definicao 3.3. Um hipercubo n-dimensional é um grafo cujos vértices sio as
n-uplas contidas {0,1}", havendo elos (conexdes entre vértices) somente nos pares
de vértices que distinguem-se em exatamente uma coordenada.

Definicao 3.4. Um passeio aleatério no hipercubo n-dimensional é dado por
movimentos a partir de um vértice (x1, X2, ..., X,) a outro conectado a ele por um elo.
A mudanga de estado serd definida da sequinte forma: partindo de (x1,x2, ..., X,),
escolhemos uma coordenada j € {1,2, ..., n} uniformemente, e o estado sequinte
serd dado trocando o valor da j-ésima coordenada, ou seja, o estado seguinte serd

(xl,xz, ceey x]-_l, 1- x]-, x]-+1, ceey xn).

Afirmacao 3.3. O passeio aleatdrio no hipercubo é uma cadeia de Markov perio-
dica.
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De fato, sendo U; (com 0 < U; < n1) a quantidade de coordenadas iguais
a 1 no tempo ¢, temos que as paridades de U; e U;,; sdo necessariamente
distintas. Igualmente, U, e U, tem paridades distintas, e assim por
diante. Com isso, se x € {0,1}" é um estado do hipercubo, temos que
t(x) = {2,4,6,...}, ou seja MDC (1 (x)) = 2, e 0 passeio é periddico.

Para corrigir este "problema", faz-se o passeio aleatério preguigoso no
hipercubo. Este passeio segue o padrdo do anterior, somente com a se-
guinte mudanga: se x € {0, 1}" é o estado atual do hipercubo n-dimensional,
temos que a probabilidade de x ser o proximo estado é 3. A probabilidade
restante é distribuida uniformemente (como no caso original) entre os vér-
tices unidos a x.

3.6 O passeio aleatorio simples em Z

Definicdo 3.5. O passeio aleatorio simples em Z. (também conhecido como Passeio
do Bébado em Z.) é dado pela sequéncia (X;) com incremento aleatério (A;) valorado
uniformemente em {—1,1}. Em outras palavras, o passeio supracitado pode ser
modelado por uma cadeia de Markov que possui Z. como espago de estados, e
obedece a matriz de transicdo

1, se k=j+1,
P(j, k) = %, se k=j-1,
0, caso contrdrio,

em que j, k € Z.

Convém observar que este é o tinico exemplo deste trabalho que traz
uma cadeia de Markov com estado de espacos infinito.

Observa-se que, assim como o passeio aleatério no hipercubo, o passeio
aleatério simples em Z é peridédico. Pode-se, portanto, evitar isto criando
0 passeio aleatorio preguicoso em Z, cuja matriz de transicao é dada por

1, ose k=j+1,

1, se k=j-1
P(]/ k) — 47 . Vi

3 ose k=]

0, caso contrario,

~

em que j, k € Z.
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Teorema 3.1. Seja (X;) um passeio aleatério em Z., e seja
To = min{t > 0| X; = 0}
0 primeiro tempo em que o passeio atinge o estado 0. Entdo,

k
]Pk {TO > 7’} < 6_,

W

para quaisquer inteiros positivos k e r, em que Py {to > r} indica a probabilidade
de que r seja menor que o primeiro tempo em que o passeio atinge o estado 0, dado
que o passeio inicia em k (X, = k).

Este teorema fornece um limitante para a probabilidade de o passeio
atingir o estado 0 ap6s um tempo determinado. Apesar deste limitante
ser pouco util para alguns valores pequenos de r, serd util para limitar
distancias em variagdo total entre certas distribui¢cdes de probabilidade,
que é um conceito a ser visto no capitulo seguinte.

A demonstragdo do teorema serd omitida, mas pode ser encontrada em
[Y. Peres], nas paginas 30 a 33.

Observacao 3.2. Na demonstragio supracitada, o autor encontra a desigualdade

12k
Pi{to>r} < —

< \/;
Contudo, é possivel melhorar o resultado na iltima linha da prova do teorema,

em [[Y. Peresll, pdgina 33. Com este resultado melhorado, limitamos ainda mais o
valor de P {to > r}, como se vé no teorema|3.1



Capitulo 4

Distancia em variacao total e
tempos de mistura

Este capitulo trard as Giltimas ferramentas necessarias para a compreen-
sdo do Teorema da Convergéncia em Variagdo Total de Cadeias de Markov.
Portanto, é necessério introduzir a nogédo de distancia entre duas distribui-
¢Oes de probabilidade, e escolher uma métrica apropriada para tal.

4.1 Distancia em variacao total

Definicao 4.1. Sejam u e v duas distribuicoes de probabilidade em Q). Definimos
a distdncia em variacdo total entre elas como

et = v = maxiu(a) - via)l

Com isso, esta distancia é a maior diferenga de probabilidade possivel
atribuida a duas distribuicGes, restrita a um evento simples A C Q. A
Figura(4.1|abaixo ilustra a variacdo total de distancia entre as distribui¢des
de probabilidade u e v.

25
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Figura 4.1: Distribuigdes e v definidas em Q2 = B U B¢, um conjunto
discreto finito.

Na Figura notamos que B = {x | u(x) > v(x)} e B¢ = {x | p(x) < v(x)}.

Como ). u(x) = ), v(x) = 1, tem-se que as dareas I e Il sdo iguais, ou seja,
x€Q) xeQ)

1(B) — v(B) = v(BC) - u(BO).

Conseguimos uma caracterizagao alternativa para H U= VHVT, que é des-
crita na Proposigao[d.I} Na Observagao[4.2} veremos que existe outra carac-
terizacgdo para distdncia em variagdo total usando acoplamentos, contudo
usaremos somente a desigualdade contida na Proposicdao

Proposicao 4.1. Sejam u e v duas distribuicdes de probabilidade em (). Entdo,

1
=l = 5 - 2 I = v

xeQ)

Demonstragio. Tomando B := {x | u(x) > v(x)}, e tomando qualquer evento
A C Q), temos

w(A) = v(A) = p(A\B) + 4 (ANB) ~v(A\ B)~v(ANB)
= W(ANB) - v(ANB) +(u(A\B)—v(A\B))
< u(AnB)-v(ANB)
< WANB) = vANB) + (u(B\ A) - v(B\ A))
= W(ANB) +u(B\ A) — (AN B) +v(B\ A))
= w(B) — v(B).

A primeira e a quarta igualdades sdo obtidas escrevendo A = (A\B)U(BNA)

eB = (B\A)U(BNA), respectivamente. A primeira desigualdade é obtida
pela defini¢do de B: se x € A \ B, entdo

(4.1)

p(x) <v(x) = ux) —v(x) < 0= u(A\B)—v(A\ B) <0,
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com igualdade somente se A C B. Para justificar a segunda desigualdade,
temos, com um argumento completamente andlogo, que (B \ A) — v(B \
A) > 0, com igualdade somente se B C A. Como podemos definir B¢ :=
{x ] pu(x) < v(x)}, temos, semelhantemente a desigualdade (.1)), que

V(BY) — w(BY) 2 v(A) - u(A).

Como max |1(A) = v(A)| = (u(B) — v(B)) + (V(Bc) _ H(BC))/ obtemos

e =, = % . [H(B) — v(B) + v(BS) — y(BC)] = % : Z |u(x) = v(x)|.

xeQ)

Observacao 4.1. Para x € Q, também podemos simplesmente escrever
o=l = DS Tt~ vl
w(x)=v(x)
De fato, como
Y, [mw-v@l= Y b -uw],
p(x)=v(x) v(x)=>p(x)
temos

1
=, = 5" Z () = v()|

xeQ)

:%. Y [ -vl+ Y ) - p)]

u()zv(x) v(x)2p(x)

= Y [p@-vE@)].

p(x)=v(x)

Afirmacao 4.1. Sendo u, v e n) distribuicdes de probabilidade definidas no mesmo
espaco de probabilidades €3, vale a desigualdade triangular

e =l < e =nllpy + =l -

De fato, tomando x € Q, temos que u(x),v(x) e n(x) assume valores
reais. Logo, vale

() = v()| < ) = n@)| + [nx) - v()|.
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Y e = v < Y [l - 0] + ) - v

xeQ xeQ)
= Y b = @]+ Y In) - v)|.
xeQ) xeQ)

Portanto, temos 2 - ”y - vHVT <2 {Hy - 17||VT + ||17 - VHTV}. Dividindo
ambos os lados da desigualdade por 2, obtemos a desigualdade desejada.

4.2 Acoplamento entre duas distribuic¢des de pro-
babilidade

Definicao 4.2. Um acoplamento entre duas distribuicdes de probabilidades 1 e v é
um par de varidveis aleatérias (X, Y), definidas no mesmo espaco de probabilidade
Q, de modo que 1 e v sio as distribuicdes marginais de X e Y, respectivamente.
Ou seja, (X, Y) satisfaz P{X = x} = u(x) e P{Y = y} = v(y), com x,y € Q.

Dado um acoplamento (X, Y) de u e v, se g é a distribui¢do conjunta de
(X, Y)em Q x Q, ouseja, q(x, y) = P{X =x,Y = y}, entdo

Yy =) PX=xY=yl=PX=x = pu@

yeQ yeQ

Zq(x,y) = ZIP{X =x, Y=y} =P{Y =y} =v(y).
xeQ) xeQ)
Reciprocamente, se g é uma distribuicdo de probabilidade em €2 x Q)
que satisfaz

Yy =uw e Y a0y =vw),

yeQ) xeQ)

entdo existird um par de varidveis aleatérias (X, Y) tendo g como distribui-
¢do conjunta. Consequentemente, esse par (X, Y) é um acoplamento de u
ev.

Exemplo 4.1. Sendo u e v distribuicdes de probabilidade uniformes definidas
em {0,1}, ou seja, podemos associar o modelo a dois langamentos de uma moeda
honesta: o valor 1 sendo associado a face cara, e o 0 associado a face coroa. Podemos
acoplar u e v de mais de uma forma distinta, como temos abaixo:
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(i) Uma formade acoplar i ev édefinir (X, Y) como um par de resultados de lan-
camentos de moedas honestas e independentes, obtendo P{X = x,Y =y} =
411' para todos x,y € {0,1}. Ou seja, a distribuigdo conjunta q, de (X,Y)
serd dada por

q1(x, y) = i, Y(x,y) €10, 1}2.

(i) Uma outra forma de fazer um acoplamento entre u e v é tomar X como
o resultado de um langamento de uma moeda honesta, e fazer Y = X.
1
Assim, P{IX=Y=0} =P{X=Y=1} = > e P{X#Y}=0. Logo, a
distribuicio conjunta q, de (X, Y) serd

3 se (x,y)=(0,0),(x,y) =(1,1),
7%, ) = {(2), se (x,y)=1(0,1),(x, ) =(1,0).

Quaisquer duas distribui¢des u e v podem ser acopladas de maneira
independente. Quando u e v sdo iguais, podemos escolher uma varidvel
aleatéria X com distribuicdo i e acoplar u e v da maneira (X, X). J&4 quando
u e v ndo sdo distribuigdes idénticas, dado um acoplamento (X, Y) para
U e v, ndo sera sempre possivel obtermos os mesmos valores para X e Y.
Conseguimos, contudo, na proposi¢do abaixo, limitar inferiormente a pro-
babilidade de X e Y serem distintos, sabendo que (X, Y) é um acoplamento
de u e v. Usaremos a proposi¢do a seguir para demonstrar o Teorema da
Convergéncia em Variacao Total, no Capitulo

Proposicao 4.2. Sejam p e v duas distribuicdes de probabilidade em Q. Entdo
sl <Pix 2,

em que (X,Y) é um acoplamento de p1 e v.

Demonstragido. Notemos, de inicio, que para qualquer acoplamento (X, Y)
de u e v e qualquer conjunto A C (), vale que

1(A) = Z]P{X —x}=P{X €A},
X€A
e analogamente,

v(A) =Y P{Y=y}=P[YcA).

yeA



30 Capitulo 4. Distincia em variagao total e tempos de mistura

Com isso, escrevemos

u(A) —v(A) =P{X e A} -P{Y € A}
=P{XeA}l-P{YNXecA}l-P{Y\XeA}
<P{XeAl-P{YnXeA}
=P{XeANnY¢A}
<P{X#Y]}.

A segunda e a terceira igualdades sdo obtidas operando conjuntos. A
primeira desigualdade se justifica pelo fato de que P {Y'\ X € A} é sempre
um valor ndo-negativo. A segunda desigualdade é explicada pelo fato de
queX€AeY¢gA=X#Y.

Com um passagens andlogas, obtemos, para qualquer conjunto A C Q,

VA) - uA) <P{Y # X} =P{X #Y]}.
Logo, obtemos imediatamente

s = vll, = max () - v(a)| < P1X % ¥).

O

Observacao 4.2. Sempre existe um acoplamento (X,Y) de u e v (chamado aco-

plamento 6timo) tal que P {X # Y} é exatamente igual a || U= V”vr A prova deste
fato pode ser vista em [Y. Peresl, nas pdginas 50 a 52.

4.3 Tempos de mistura

Ja vimos no inicio deste capitulo, uma métrica que nos fornece a dis-
tancia entre duas distribui¢des de probabilidade. Veremos agora algumas
defini¢des que serdo necessdrias para limitar o tempo preciso para que duas
distribui¢des atinjam uma certa distancia em variagdo total determinada.

Definicdo 4.3. Sendo P uma cadeia de Markov com espago de estados Q) e distri-

buigdo m, definimos as funcdes d(t) e d(t) como

d(t) := R ”Pt(x/ ) - 7ZHVT’

d(t) := max P!, ) = P!y, )| -
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Lema 4.1. Sendo d(t) e d(t) como definidos em entdo
d(t) < d(t) < 2d(b).

Demonstragio. A segunda desigualdade do Lema 4.1|é obtida diretamente
pela desigualdade triangular: temos

< max|||P¢x, ) = 7, + [P, ) = 7l ]

x,y€Q)

d(t) = max |P'(x,") - P'(y, ")
x,y€Q)

< max |[P'e ) = ] + max [Py, ) = 7],

— Elae Y tir )
= max P )~ + max [P s -

= 2d(b),

em que a primeira e a tltima igualdades sdo obtidas das defini¢des de d(t)
ed(t),ea segunda é obtida trocando a varidvel x por y, que é permitido, ja
que x e y sdo arbitrdrios. A primeira desigualdade advém da desigualdade
triangular provada na Afirmacdo

Para provar a segunda desigualdade do Lema devemos primeiro
notar que, se P é uma cadeia de Markov com espago de estados Q) e
distribuigdo estaciondria 7, para qualquer conjunto A C (), vale que

n(A) =) m@=) [Z n(y) - Py, x)] =) ) Py @)

x€A xeA \ yeA yeQ)

Assim, temos que

) = ||P'ee, ) -7, = max |P'(x, A) — n(A)|

Y ) [P A) - Py, A)]

yeQd

= max ) (y) - [P'(x, A) = P'(y, 4)

yeQ)

= (4.3)

7

em que a segunda igualdade vem diretamente da Defini¢ao[d.T|de distancia
em variagdo total, a terceira é explicada pela equagdo e pelo fato de que
Y. n(y) - P'(x,A) = P(x,A) - Y. n(y) = P'(x, A) (ja que 7 é uma distribui¢do
yeQ yeQ

de probabilidade), e a quarta é justificada pelo fato de que para todo y € Q),

temos n(y) > 0.
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Sabemos que o méximo da soma de ntimeros reais ndo é maior que a
soma dos maximos de ntimeros reais. Usando este fato, a Definicao4.1|de
distancia em variagdo total, e o resultado de que a soma de 7(y) ndo supera
o valor 1, obtemos

max )" () - [P'(x, A) = P'(y, A)| < )" 7(y) - max |P'(x, 4) - P'(y, A)

yeQ yeQ

=Y 7w - [P ) - P,

yeQ)
t . —_— t .
< max [P'(x, ) = Py,
=d().
(4.4)
Com a equacdo (4.3) e a desigualdade (4.4), obtemos o resultado dese-
jado. |

Lema 4.2. A fungio d(t) obedece a propriedade sub-multiplicativa, ou seja,
d(s +t) < d(s)-d(t).

A demonstracdo do Lema pode ser encontrada em [Y. Peres|], na
péagina 54.

Com estes resultados, obtemos:

d(ct) < d(ct) < [d(D)]', (4.5)

em que c e f sdo inteiros ndo-negativos. As duas desigualdades sdo imedi-
atas: a primeira é justificada pelo Lema.T|e a segunda pelo Lema

Um parametro ttil para medir o tempo preciso para que uma distri-
buigdo se aproxime da distribui¢do estaciondria o quanto queiramos é o
tempo de mistura.

Definicao 4.4. Sendo € € [0, 1], definimos tempo de mistura como

tix(€) := min {t : d(t) < €}.

1
Emix *= bix (Z) .

Note que é necessario que 0 < € < 1, ja que distancias entre distribuicdes
de probabilidade variam entre 0 e 1. Quando d(t) < € = 0, para alguma
cadeia de Markov P, entdo 6,P' é a distribuicdo estaciondaria, onde 0, é a
distribuigdo que inicia o passeio em x.

Veremos agora uma inequagdo que relaciona t,(€) e tix.

Definimos também
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Afirmacgio 4.2. Se e € (0,1], entdo
tmix(e) < |-1082€_1-| : tmix-

Demonstragio. De fato, se | é um inteiro ndo-negativo, entdo

A (0 @) < A1 - @) < [ tin(e))] < (€)'

A primeira desigualdade resulta da primeira desigualdade do Lema
a segunda desigualdade resulta da inequacdo (#.5). Para provar a
ultima desigualdade, devemos notar que

d(tuinl€) = d(t: d(t) <€) =d(t:2d(t) <2e) <d(t:d(t) <€) <2e, (46)

em que a primeira desigualdade de4.6/é explicada pela segunda desigual-

1
dade de Lema Escolhendo € = 7 e substituindo na inequacdo (4.6),

obtemos
Al -ty <27 (4.7)

Sabemos que na inequacgdo {#.7), I deve ser um valor inteiro nio-
negativo. Se tomarmos [ = [log2 (—:‘1], e sustituindo em (4.7, obtemos

d([log, €] i) < 27T < 210; — =e.

Obtemos, portanto, da definicdo de tempo de mistura, que
tmix(e) < [lng 6_1-| * toi-
O

Observagao 4.3. A escolha de i para definirmos t,,;, € arbitrdria, embora tivés-
semos que escolher um valor menor que § para que a desigualdade

d (1 twir(€)) < (2€) (4.8)
seja ndo-trivial. De fato, se 1 <€ <1, 0lado direito da desigualdade (4.8) é maior

ou igual a 1, o que a torna imitil, jd que sempre uma distdncia em variagio total é
sempre menor ou igual a 1.
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4.4 Limitantes paratempos de mistura de cadeias
de Markov

Nesta secdo veremos técnicas para limitar a distancia entre algumas
distribui¢des de cadeias que vimos no Capitulo 3| e suas distribuicdes es-
taciondrias. Iremos, para isso, buscar limitar os valores de d(t), e usar um
tipo de acoplamento especial entre cadeias de Markov. Mas antes, veremos
alguns resultados que nos fornecerado ferramentas para tal.

4.4.1 Alguns resultados prévios

Defini¢ao 4.5. Dada uma cadeia de Markov com espagos de estados em () e matriz
de transigdo P, um acoplamento markoviano de P é uma cadeia de Markov com
espago de estados Q) X Q) e matriz de transicdo Q satisfazendo

Y Qxy), (&, y) = Plx,x), Yx,y,x €Q,

y'eQ

Z Qv y), . y) =Py y), Yx,y,y €Q.

x'eQ)

Observacao 4.4. Serdo usados somente acoplamentos markovianos neste traba-
lho.

Qualquer acoplamento markoviano com matriz de transi¢do P pode ser
modificado de forma que as duas cadeias permanegam juntas para sempre,
ap0s o primeiro encontro simultineo em um estado. Ou seja, se X; = Y,
entdo X; = Y, para todo t > s. A Figura4.2|abaixo ilustra este tipo especial
de acoplamento.

Figura 4.2: Temos X; e Y; duas cadeias de Markov em Q = {0,1,2,3,4},
que, ap6s o primeiro encontro, caminhardo juntas para sempre.
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A seguir, veremos um teorema que sera utilizado para provar o Teorema
da Convergéncia em Variacdo Total usando acoplamentos na Segao

Teorema 4.1. Seja P uma matriz de transigdo irredutivel, com espaco de estados
Q, e distribuicdo estaciondria 1. Sejam também (X;) e (Y}) cadeias de Markov
com espago de estados €3, e acoplamento {(X;, Y1)} satisfazendo a condigio de que
as cadeias permanegam sempre juntas apds o primeiro encontro entre elas. Sendo
Tacop O Primeiro tempo em que as cadeias se encontram, e Xo = x e Yo = y, entdo

1P, ) = P, |y < Py {Tacop > 1],

em que P, {Tmp > t} indica a probabilidade de que haja encontro entre as cadeias
(X¢) e (Yr) somente apds o tempo t, dado que Xo = xe Yo = y.

Demonstragio. Notemos que P'(x,z) = P, {X; = z} e P!(y,z) = Py, {Y; =z},
ja que (X;) e (Y;) sdo cadeias de Markov com trajetérias independentes.
Como consequéncia, pela Definigéo (X, Yt) éumacoplamento de P'(x, -)
e P'(y,-). Pela Proposicao temos que

IP'(x, ) = Py, )| g < Py (X2 # Y} (4.9)

Como ja definimos este acoplamento especial como um acoplamento
em que duas cadeias caminham sempre juntas apds o primeiro encontro,
temos que se duas cadeias estdo num certo tempo ¢ em estados diferentes,
entdo elas ainda ndo se encontraram, ou seja, Tacop = t. Reciprocamente, se
Tacop 2 t, entdo até o tempo t as cadeias ainda ndo se encontraram, ou seja,
X; # Y;. Escrevemos, assim,

Pyy (X; # Vi) = Py {Toe >t} (4.10)
Pelas equagdes (4.9) e (4.10), obtemos a desigualdade que queriamos.
O

Corolario 4.1. Com as condi¢des do Teoremal[4.1} temos

d(t) < gr;gé P,, {Tmp > t}.

De fato, usando a primeira desigualdade do Lema 4.1} o Teorema {4.T|e
a definicdo de d(t), obtemos

d(t) < d(t) = max IP'(x, ) = P'(y, )| < max Py, {Tacap > ]
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4.4.2 Limitantes para o tempo de mistura do passeio alea-
torio no n-ciclo

Consideremos o passeio aleatério preguigoso no n-ciclo, ou seja, um
passeio em que sendo x € {0,1, ...,n — 1}, temos

, se x=y(modn),

P(x,y) =<4, se Ix — y| = 1(mod n),

O = NI

, caso contrario.

Em outras palavras, ha uma probabilidade 1 de o estado seguinte ser o
mesmo do anterior, e probabilidade ; de a cadeia se movimentar em cada
um dos sentidos (horario ou anti-horério).

Construiremos um acoplamento (X}, Y;) de duas particulas realizando
passeios aleatérios em Z,, uma comecando em x e a outra em y, com
x,y € Z,. Neste acoplamento, as duas particulas nunca se moverdo si-
multaneamente, para garantir que uma particula ndo salte sobre a outra
quando a distancia entre elas for unitdria (além de que se n for par, e a
distancia inicial entre as particulas for impar, elas nunca se encontrarao).
Em cada movimento, lancamos uma moeda honesta, com resultado inde-
pendente dos resultados dos lancamentos anteriores. Se a face superior
da moeda for cara, (X;) d4 um passo, com sentido determinado por um
outro lancamento independente da mesma moeda honesta. Se a face su-
perior da moeda for coroa, (Y;) d4 um passo seguindo o mesmo padrao: o
sentido sera determinado por outro langamento independente da mesma
moeda honesta. E de se notar que cada trajetéria obedece de fato ao pas-
seio preguigoso, ja que hé probabilidade 1 de cada particula néo se mover
em um determinado tempo t, e % de se mover neste tempo t, sendo esta
ultima probabilidade dividida igualmente entre os movimentos horério e
os anti-horario. Uma vez que as particulas se encontram, passardo a andar
sempre juntas.

Seja D; a distdncia hordria (a partir de X;) entre X; e Y. E possivel
notar que D; se comporta como um passeio aleatério simples nos estados
{0,1,2, ..., n}, com estados absorventes 0 e 7, ou seja, D; é modelado pelo
Problema da Ruina do Jogador. De fato, a distancia entre as particulas
se comporta como um estado entre 0 e 1, e enquanto D; nao for 0 ou n,
teremos D1 = D; + 1 ou Dyq = Dy — 1, jd que a cada passo somente uma
particula se moverd. Os estados 0 e n sdo absorventes, pois quando as
trajetérias se encontram, seguirdo sempre juntas, ou seja, a distancia serd
sempre a mesma, notando que a distancia n entre dois estados indica que
os estados coincidem, ja que o n-ciclo possui n estados.
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Pelo resultado obtido na Se¢ao s€ Toop = min{t > 0| D; € {0,n}} é 0
primeiro tempo em que X; e Y; se encontram, entdo Ey ,(Ts0p) = k - (1 — k).
Assim, temos

maxy,, By ,(T) - n2

d(t) < Py Tocop >t < < —. 411
(t) < max ,y{T p>} n ym ( )

XYLy

A primeira desigualdade é obtida diretamente do Corolario A
segunda desigualdade é explicada pela desigualdade de Tchebychev, vista
na Proposicdo A terceira desigualdade é obtida encontrando o valor

méximo de k - (n — k), que é (%)2 (resultado conseguido quando n for par e
k for igual a %).

O lado direito da desigualdade é ; quando t = n?. Com isso,
temos que t,,;; < n°.

Portanto, usando a Afirmagao obtemos

tmix(€) < [logze‘11 -n?,

que nos fornece um limitante de tempo para que um a distribuicdo de
probabilidade de um passeio aleatério no n-ciclo esteja a uma distancia
em variacdo total de, no méximo, € da distribuicdo estaciondria 7, que é a
distribicdo uniforme.

Observacao 4.5. Para ver que a distribuigio estaciondria 1t de um passeio aleato-
rio no n-ciclo com matriz de transigdo P é a distribuicdo uniforme, basta notar que
a soma de cada coluna da matriz P é 1. Isto implica, imediatamente, que 1t = 71 P.

4.4.3 Limitantes para o tempo de mistura do passeio alea-
tério no hipercubo

Vamos agora calcular limitantes para o tempo de mistura no passeio
aleatério no hipercubo {0,1}". Usaremos, para isso a no¢do de passeio
aleatério preguicoso no hipercubo, vista no final da Secao Uma forma
alternativa de representar tal passeio é imaginar que, em cada passo, esco-
lhemos aleatoriamente uma das n coordenadas, e "atualizamos'"seu valor,
langando uma moeda honesta, em que o novo valor da coordenanda es-
colhida é 1 se a face superior da moeda for cara, e 0 se for coroa. De fato,
ha probabilidade 3 de trocarmos o valor da coordenada escolhida, como
no passeio aleatorio preguigoso. A probabilidade § restante é distribuida
igualmente entre as n posiveis trocas de valores das coordenadas (uma
possivel troca para cada coordenada, ja que o valor de cada uma delas
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pertence ao conjunto {0,1}). Como vimos na Segao a escolha de um
passeio preguigoso, neste caso, evita a periodicidade.

Sendo (X;) e (Y;) dois passeios aleatérios no hipercubo, faremos o aco-
plamento entre eles, usando a seguinte técnica: se escolhermos a coor-
denada j, com 1 < j < n, atualizaremos simultaneamente as j-ésimas
coordenadas dos passeios (X;) e (Y;). Com isso, ap6s escolhermos todas as
coordenadas, fica claro que os dois passeios coincidirdo (é notério que os
passeios podem coincidir antes, caso a tltima coordenada a ser escolhida
possua valores iguais nos dois passeios, desde o inicio).

Seja Tqp O primeiro tempo em que todas as coordenadas tenham sido
escolhidas ao menos uma vez. A distribuicdo de 7,,, deste exemplo é
idéntica a distribuicdo de 7,.,, do exemplo do colecionador de figurinhas,
visto na Sec¢édo De fato, neste exemplo, 7,., representa a quantidade de
tigurinhas obtidas necessdrias para que o colecionador complete o dlbum.
Analogamente, neste exemplo queremos saber o tempo necessario para que
todas as n coordenadas sejam escolhidas. Notemos que as distribui¢des
de probabilidade de retirar um certo tipo de figurinha e de escolher uma
certa coordenada sdo uniformes.

Assim, temos

d(Tn - Inn+cnl) S P{Tep > [ Inn+cnlf < e, (4.12)

em que a primeira desigualdade é obtida pelo Coroldrio 4.1|e a segunda
desigualdade é justificada na Proposic¢do

Com isso, se tomarmos e¢ = ¢, teremos ¢ = In (%), portanto

tuir(€) < [n-Inn+cnl < [n-lnn+n-ln(%ﬂ,
em que a primeira desigualdade é obtida da equagdo (4.12), notando que
d([n-Inn+cn]) <e € =€ = tyle) < [n-Inn+cnl. Asegunda desigual-
dade vem direto de ¢ = In (%)

Conseguimos, portanto, também para este modelo, um limitante de
tempo para que uma distribuicdo de probabilidade de um passeio aleatério
no hipercubo esteja a uma distancia em variagdo total de, no méximo, € da
distribuicao estacionaria 7, que é a distribi¢do uniforme. Os argumentos

para mostrar que a distribui¢do uniforme é estaciondria sdo os mesmos
vistos na Observacao



Capitulo 5

Teorema de Convergéncia em
Variacao Total

Agora que ja temos ferramentas suficientes, iremos enunciar e demons-
trar o Teorema da Convergéncia em Variacdo Total de Cadeias de Markoyv,
que requer algumas condig¢des (aperiodicidade e irredutibilidade da ca-
deia) que garantem a convergéncia de todas as linhas da matriz P' para a
distribuicdo estaciondria, ou seja, garante que, nestas condi¢des, qualquer
distribui¢do P'(x,-), com x € Q, se aproxima (na nogdo de distancia em
variagdo total vista na Defini¢ao[4.Tou suas caracterizagdes posteriores) da
distribuicdo estaciondria .

A demonstragdo sera feita de duas formas: a primeira serd basicamente
pautada em operagdes (inclusive uma indugdo) com matrizes e vetores.
A segunda, porém, é mais curta, mais elegante, e lanca mao da nogado de
acoplamento entre distribuicdes e alguns resultados conseguintes.

Teorema 5.1 (Teorema da Convergéncia). Seja P uma cadeia de Markov irre-
dutivel e aperiédica, com espago de estados (2 e distribuicdo estaciondria 1. Entio
existem constantes a € (0,1) e C > 0 tais que

d(t) := max ||P'(x,-) - 7|, < C-a". (5.1)
xeQ) VT

Observemos que o lado direito da desigualdade converge para 0 quando
t — o0, ja que C é uma constante e a pertence ao conjunto (0,1). C deve
ser uma constante positiva, ja que a distancia em variagdo total entre duas
duas distribui¢des é sempre ndo-negativa. Assim, o Teorema 5.1/ diz que
se P é uma matriz aperiddica e irredutivel, com distribuicdo estaciondria
7, entdo P' convergird para uma matriz com todas as linhas iguais a 7,
quando t — oo.

39
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Observacdo 5.1. Se ndo impusermos a aperiodicidade e a irredutibilidade, o
Teorema da Convergéncia falha. De fato, sejam as matrizes P e Q definidas como

10 01
r=(o1) < es[is)
Notemos que P é redutivel, jd que seus dois estados sio absorventes. Além disso,

Q é aperiddica, jd que os tempos de retorno de ambos os estados é sempre par. Nao

é dificil notar que 1t = (%, %) é auto-vetor a esquerda tanto de P quanto de Q. Com

isso, temos que 1 é a distribuicdo estaciondria de P e Q. Contudo,

P = ( (1) (1) ), para qualquer inteiro positivo r,

Q = ( (1) (1) ), para qualquer inteiro positivo impar r,

Q = ( (1) (1) ), para qualquer inteiro positivo par r.

on-(2), -foo- @3], -

fica claro que o Teorema da Convergéncia nio vale para P e Q.

Como
1

VT

5.1 Primeira demonstracao do Teorema da Con-
vergéncia

Como P é, por hipétese, irredutivel e aperidédica, pela Proposi¢ao
existird um inteiro positivo r tal que P" tenha somente entradas positivas.

Seja I'T a matriz com |Q)| linhas, em que cada linha é representada pelo
vetor 7. Para algum 6 > 0 suficientemente pequeno, vale que

P'(x,y) > 06-n(y),

para todos x,y € Q. De fato, como R é um corpo ordenado e ilimitado
superiormente, entdo vale a propriedade Arquimediana (uma prova deste
fato pode ser vista em [E. Limal, na pagina 75).

Tomando 0 =1 - §, a equacgado

PP=(1-6)-T1+6-Q
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define uma matriz estocéstica Q.

De fato,

P, y)—(1-0)- ¥ 0TI, —(1-
ZQ(x’y):ZyeQ (x, y) (6 ) Lyeo (xy):1 (é 9):1’
yeQ)

para todo x € Q). A primeira igualdade é justificada pelo fato de P" e I1
serem ambas estocdsticas.

Afirmacgao 5.1. Se M é uma matriz estocdstica, entdo M - I'1 = I1.
De fato, sendo i, j € (), cada elemento (MH)ij pode ser escrito como
(MII),; = Z M, - T1,; = m(j) - Z M, = n(j) = I,
1<a<|Q)] 1<a<|Q)]

em que a segunda e a quartas desigualdades se justificam pelo fato de que
definimos IT com todas as linhas sendo vetores 7, logo I1,; = I1;; depende
unicamente de j e vale 7t(j). A terceira desigualdade é explicada pelo fato
de M ser estocdstica.

Afirmacgdo 5.2. Se t- M = 1, entdo I1- M =1L

De fato, como todas as linhas de IT sdo formadas pelo vetor 7, a afir-
macdo se torna imediata.

Vamos provar, por indugdo em k, que
P¥=(1-6")-11+ 6" O, (5.2)

parak € N\ {0}.

Parak =1, devemos ter P" = (1 - 0)-I1+ 60 - Q, o que ja é verdade, por
hipétese.

Assumindo que a equagdo vale para k = n, temos

Pt = pT = PP =[(1-0") - 11+ 0"Q"] - P’
=[1-0"]-TIP" + 0"Q"P"
=[1-0"-TIP"+ 0"Q" - [(1 - 0) - TT1 + Q]
=[1-0"-TIP" +[1-0]-0"Q"TI1+ 6" . Q"-Q
=[1-6"]-T1+[1-6]- 6"+ 6"'Q"!
— [1 — 0"+ 0" — Qn+1] I+ 6n+1Qn+1
— [1 _ 6n+1] I+ 6n+1Qn+1,
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provando a indugdo. A terceira igualdade usa a hipétese de indugéo, e

a quinta utiliza o fato de que P" = (1 — 0) - IT + 6Q. A sétima igualdade

igualdade usa as duas afirmagoes acima: a Afirmagao[5.Ipara obter Q"IT =

I, sabendo que Q é estocastica, e a Afirmagdo para obter I'TP" =TI,

sabendo que 7 é distribuicdo estaciondria de P (e de P, consequentemente).
Multiplicando ambos os lados de por P/, obtemos

P = [(1-64) - TT+ 6"QF| - P/ = (1 - 6) - TP/ + 6" Q*P
= (1-6")- 11+ 0°QP/ (5.3)
=11+ 0" (QP/ - 1),

em que a terceira igualdade é justificada pela Afirmacdo .2} j& que 7t é dis-
tribuigdo estacionaria para P/. Com a equagéo (5.3), obtemos a igualdade

P -1 = 6% (Q'P/ - ). (5.4)

Temos, da equacao (5.4), e usando o fato de que para qualquer x, € €,
H(xO/ ) =T,

1

P (x, -) — n' = Q_k . |Q’< - Pli(xo, ) — n|
7 0s - 2 0s .

Logo,

4

% Y |P*ixg, ) - | = 6F % Y |QPix, )~ m

x0€Q) x0€Q)

ou seja, para todo xj € (),
1P, ) = el = 6 [|Q"P/(xo, ) —

em que a desigualdade acima decorre do fato de que a distancia em va-

riagdo total entre duas distribui¢des de probabilidade varia no intervalo
Qk
[0,1]. Se tomarmos C = —— > 0, obtemos
Ork+j

Prk+j(x0/ ) — ,/._(HVT < Gk -C- 6rk+j.

k
<
VT_Q’

maxXx |
xeQ

Sendo t um inteiro positivo tal que t = rk + j (note que, pelo algoritmo
da divisdo, fixando k, sempre existem r e j inteiros, tais que, para qualquer
t inteiro positivo, temos t = rk+ j, contemplando, assim, todos os possiveis
t inteiros positivos), e @ = 0 (note que como 6 =1 -9, temos 0 < 0 < 1),
obtemos

t t
r}r}e%xHP (x,)— n”VT <C-a.
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5.2 Segunda demonstracao do Teorema da Con-
vergéncia

Sejam X; e Y; duas trajetdrias na cadeia de Markov P, tais que X, ~ u
e Yo ~ v, ou seja, os valores iniciais das trajetérias independentes (X;)
e (Y;) sdo tomados, respectivamente, das distriui¢cdes u e v. Seja (X;, Y;)
um acoplamento entre as duas trajetérias, de forma que quando X; = Y},
tenhamos X; = Y; para todo s > t. Sendo assim, como X; ~ uP' e Y; ~ vP!
(ou seja, P'(x, ) é descrito por uP' e P!(y, -) é descrito por vP'), pelo Teorema
temos que
e e 55

Na equagéo (5.5), se tomarmos v = 7, e sabendo que P' = 7, teremos
HHPf - n”w < IP{T”COP > t}' (56)

Lembremos que, pela aperiodicidade e irredutibilidade de P, existe um
inteiro r tal que € := mig P’(x,y) > 0. Fixemos um estado qualquer x, € Q.
x,y€

Assim, a probabilidade de partirmos de x, e apds r passos estarmos em x, é
maior ou igual a e. O mesmo vale partindo de y. Com isso, a probabilidade
de apo6s r passos, ambas as cadeias (uma que parte de x e outra que parte
de y) ndo estarem em x; é menor ou iguala 1 — €2.

Continuando iterativamente este raciocinio, obtemos

P{Tee > kr} < (1= €%, (5.7)

ou seja, hd uma convergéncia exponencial. Com isso, como € € (0,1],
temos que P {Tmp < 00} = 1. Em outras palavras, ¢ certo que os eventos se
encontrardo alguma vez em xy. Também podemos escrever IP {Tmp > t} -
0, quando t — oo.

Finalmente, pela equacao (5.6)), temos que, quandot — oo,

upP - HHVT -
0.
Assim, obtemos, equivalentemente,

t t
o) — < .
r?eaxHP (x, ) n”VT C-a,

dade
exponencial de P'(x, -) para 7.

para algumas constantes C > Oea € (0, 1), ja que, como vimos na Desigual-
o fato de que IP {”camp > kr} < (1-€e?k garante uma convergéncia
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

6.1 Conclusoes

Este trabalho abordou, de forma explicativa, as ideias e conceitos acerca
de cadeias de Markov. A maioria dos exemplos neste tema foram retirados
do livro [Y. Peres], a principal referéncia bibliogréfica do trabalho. Estuda-
mos, também, outros exemplos de cadeias de Markov que ndo constavam
nesta obra, como o Problema da Ruina do Jogador com Viés e o passeio
aleatério no grafo completo. Para os resultados bdsicos em Probabilidade,
utilizamos o livro [B. James]|, que auxiliou em alguns passos nas demons-
tracoes.

O resultados precedentes ao Teorema da Convergéncia foram bastante
tteis para evidenciar a indissocia¢do entre Probabilidade e outras grandes
dreas da matemadtica. Além disso, algumas ferramentas bastante criativas
(como matrizes de transicdo e acoplamento), foram bastante importantes
na simplificagdo de alguns problemas que aparentavam nada elementares,
tornando desafiadora a resolugdo de alguns problemas.

Portanto, o resultado deste estudo foi bastante satisfatério, ja que
aborda um tema pouco explorado em cursos de graduagdo. Além de de-
senvolver a necessidade de compreensdo de outras dreas da Matemadtica,
o tema também aguca as possibilidades de uso em outras areas da ciéncia,
onde é bastante 1til. Tudo isso associado ao aprendizado de um assunto
bastante interessante, tornou agradavel o seu estudo, possibilitando uma
compreensdo fluente e natural deste topico de Probabilidade.
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6.2 Perspectivas

Esperamos, com este trabalho, atrair os olhos dos estudantes de gradu-
acgdo a drea de Probabilidade, sobretudo em cadeias de Markov, visto que
h& uma relagdo consideravel com este campo e outras dreas da ciéncia.

A facilidade de representacdo de alguns exemplos de cadeias em mo-
delos concretos também ¢é notavel, ja que torna possivel a apresentacdo
deste assunto, ainda que ndo tdo aprofundadamente, para pessoas ainda
com pouco contato em Matematica. Sendo possivel, pois, criar alguns re-
sultados que contrariam a intui¢do, desenvolvendo o interesse, através da
ludicidade, por esta drea ainda pouco conhecida por muitos.

Pretendemos continuar, no futuro, o estudo em Probabilidade, bus-
cando algumas novas aplicagdes. A bibliografia principal deste trabalho
possui ainda uma quantidade grande de temas a serem explorados, e ela
pode ser a corrente de um estudo préximo. Alguns temas interessantes,
como o estudo do embaralhamento de cartas (e suas aplicagdes em outros
ramos, como a Genética) e o Fendmeno de Cut-off (ostentando alguns pro-
blemas em aberto), que foram candidatos a tema desta monografia, podem
ser a base de um novo estudo.
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