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Questão 1. (a) Seja f ∈ S(R). Use integração por partes para mostrar que

∫

R

|f (x)|2 dx = −2
∫

R

x · Re
(
f (x) · f ′(x)

)
dx.

(b) Use o resultado anterior para provar Princípio da Incerteza:

‖f ‖22 ≤ 2 · ‖x · f (x)‖2 · ‖λ · f̂ (λ)‖2, ∀ f ∈ S(R).

Solução:

(a) Se u = |f (x)|2 = f (x) · f (x) e dv = dx , então v = x e

du = (f ′(x) · f (x) + f (x) · f ′(x)) dx = (f ′(x) · f (x) + f (x) · f ′(x)) dx = 2 · Re(f (x) · f ′(x)) dx.

Logo,
∫

R

|f (x)|2 dx = x · f (x) · f (x)
∣∣∣
+∞

−∞︸ ︷︷ ︸
=0 (∗)

−2
∫

R

x · Re(f (x) · f ′(x)) dx = −2
∫

R

x · Re(f (x) · f ′(x)) dx.

(∗): Pois f ∈ S(R).

(b)

‖f (x)‖22 =
∫

R

|f (x)|2 dx ≤ 2

∫

R

∣∣∣x · Re
(
f (x) · f ′(x)

)∣∣∣ dx ≤ 2
∫

R

|x · f (x)| · |f ′(x)| dx

(1)
= 2‖xf (x)‖2 · ‖f ′(x)‖2

(2)
= 2‖xf (x)‖2 · ‖f̂ ′(x)‖2

(3)
= 2‖xf (x)‖2 · ‖iλf̂ (λ)‖2 = 2‖xf (x)‖2 · ‖λf̂ (λ)‖2.

Em que: (1) Holder; (2) Plancherel, ‖f̂ ‖2 = ‖f ‖2; (3) D̂αf = (iλ)α f̂ . ⊳

Questão 2. Nesta questão, x, λ ∈ R.

(a) Assuma que

∫

R

e−x
2/2 dx =

√
2π. Mostre que ê−x

2/2 = e−λ
2/2.
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(b) Seja f ∈ S(R) e a > 0. Se g(x) = f (ax), mostre que ĝ(λ) = 1
a f̂ (λ/a).

(c) Para t > 0, calcule ê−tx
2/2.

Solução:

(a) F [e−x2/2](λ) = 1√
2π

∫

R

e−ixλ · e−x2/2 dx = 1√
2π

∫

R

e−(x
2+2iλx−λ2)/2 · e−λ2/2 dx . Se z = x + iλ,

então:

F [e−x2/2](λ) = e
−λ2/2
√
2π
· lim
n→+∞

∫

Cn

e−z
2/2 dz

x

y

−n n

iλ Cn

Como e−z
2/2 é holomorfa, segue que∫

γ

e−z
2/2 dz = 0, em que γ = C1n ∪C2n ∪C3n ∪C4n ,

como na figura ao lado.

x

y

−n n

iλ C1n

C2n

C3n

C4n

O fato da vida que

∫

R

e−x
2/2 dx =

√
2π, nos dá que

∫

C3n

e−z
2/2 dz = −

√
2π, com n → +∞.

Assim, temos:

lim
n→+∞

∫

C1n

e−z
2/2 dz =

√
2π.

Portanto, F [e−x2/2](λ) = e
−λ2/2
√
2π
·
√
2π = e−λ

2/2, como desejado.

(b) ĝ(λ) =
1√
2π

∫

R

e−ixf (ax) dx
y=ax
=

1√
2π

∫

R

e−iyλ/af (y)
dy

a
=
1

a
f̂ (λ/a).

(c) F
[
e−tx

2
]
= F

[
e−(
√
2t x)2/2

]
(a)(b)
=

1√
2t
e−(λ/

√
2t)2/2 =

1√
2t
e−λ

2/4t .

⊳

Questão 3. Assuma que u0 ∈ S(R). Usando a transformada de Fourier, resolva a Equação do Calor na

reta: {
∂tu(t, x) = ∂2xu(t, x) , t > 0, x ∈ R
u(0, x) = u0(x) , x ∈ R.

Obs. a resposta final não deve envolver a transformada de Fourier.

Solução: Como ∂̂tu = ∂t û e ∂̂2xu = −λ2û, temos que ∂t û = −λ2û. Resolvendo (como em EDO),

û(t, λ) = e−λ
2t û0(λ). Assi, temos:

u(t, λ) = F−1
[
e−λ

2t û0(λ)
]
= F−1

[
e−λ

2t
]
∗ u0(x) ·

1√
2π

Q2
=
e−x

2/4t

√
2t
∗ u0(x) ·

1√
2π

=
e−x

2/4t

2
√
πt
∗ u0(x).

⊳
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Questão 4. A função característica de φµ : R→ C de uma medida de probabilidade µ nos borelianos de

R é definida por

φµ(t) =

∫

R

e ixtµ(dx).

Qual a relação entre a função característica de µ e a transformada de Fourier de µ? Conclua que, se µ1
e µ2 são duas medidas de probabilidade com mesma função característica, então µ1 = µ2.

Solução: Como T̂ (f ) = T (f̂ ), temos:

µ̂(f ) = µ(f̂ ) =

∫

R

1√
2π

∫

R

e−ixt f (x) dx µ(dt)
Fubini
=

∫

R

f (x)

∫

R

e−ixt√
2π
µ(dt) dx =

∫

R

f (x)
φµ(−x)√
2π

dx.

Assim, µ̂ = Tg, em que g(t) =
φµ(−t)√
2π

. Como a transformada é única, concluímos que µ é única. ⊳
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