Universidade Federal da Bahia
Programa de Pds-Graduacao em Matematica
Teoria Espectral (MATD19) — 2015.1

Segunda Avaliacdo Escrita

Prof. Dr. Tertuliano Franco

http://w3.impa.br/~tertu/

(a) Seja f € S(R). Use integracdo por partes para mostrar que

Questao 1.
170025 = =2 [ x-Re (00 700) ax

(b) Use o resultado anterior para provar Principio da Incerteza:
1715 <2 Ix- F)2- X - FN)ll2, ¥ F e S(R)

Solucio:
(@) Se u=|f(x)]?=f(x)-f(x) edv=dx, entdo v=x e
du= (F/(x) - F(x) + F(x) - F(x)) dx = (F'(x) - £(x) + F(x) - F'(x)) dx = 2 Re(f(x) - F'(x)) dx

Logo,

2 =X X'—X+OO— X X'T X = — X X'T X

J1rG0Rax = x- £00-T00) " <2 [ x- Rel7() - TG0 dx = =2 [ x- Re(7(x)- 7)) dx
=0 (%)

(x): Pois f € S(R).
||f(x)||§:/R|f(x)|2dx < 2/R\x-Re(f(x)-m)(dxs2/R|x-f<x>|-|f’(x)|dx

(b)
20xF ()2 - 172 2 20IxF ()2 - 172

—~
—
~

(3) N 2
= 2xf()ll2 - IIAFN)ll2 = 2[IxF O 2 - [IAFA) 2

Em que: (1) Holder; (2) Plancherel, ||f]l> = ||f|l2; (3) DF = (iX)2F.

Questdo 2. Nesta questdo, x, A € R.

(a) Assuma que / e /2 dx = /2. Mostre que e—<*/2 = e=>*/2.
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(b) Seja f € S(R) e a> 0. Se g(x) = f(ax), mostre que g(A) = %f(k/a).

(c) Para t > 0, calcule e=t*/2,
Solucao:

1 ; 1 ;
(a) Fle ¥ /2)|(\) = —/ e N e 2y = = [ o OFH2MNEAN/2 oo N2y Ge 7 = x4 A,

V2T JR V2T JR
entao:
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Fle™/2)(\) = - lim / e 7 /2dz !
e PN = im ) | !
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Como e %/2 & holomorfa, segue que >
2
/e Z/2dz =0, em quey = CLuC2uC3uC?, c Y 2
vy . n n
como na figura ao lado.
—n c3 no X
O fato da vida que / e /2dx = V2, nos da que / e 7 2dz7 = —V/2m, com n — +oo.
R a

Assim, temos:

lim / e 2124z = \/21.
cl

n—+o00
—\2/2
Portanto, Fle—2/2|(\) = & V271 = e~ N/2, como desejado.
Fe AN = v , j

i~ 1 —ixf(ax) y=ax 1 / —iyX/a dy 1~
(01500 = o= [ M@0 2 [ e o) = ZFv/a)

Fle-t2] — Fle-(vat 2] @0 1 _oyvaree L xeyar
(@ 7] =7 e ] NoTH NoTa
<

Questao 3. Assuma que ug € S(R). Usando a transformada de Fourier, resolva a Equacdo do Calor na

reta:
{&gu(t,x) = Q2u(t,x) , t>0,x€R

u(0,x) = wup(x) , X E€R.

Obs. a resposta final ndo deve envolver a transformada de Fourier.

Solucdo: Como @ =0:lU e 5)%7/ = —\20, temos que ;0 = —A°l. Resolvendo (como em EDO),
0(t, ) = e Xthg(N). Assi, temos:

—1 | o= A2t7s —1 | =22t 1 g e */* 1
u(t,\) = F {e uo(k)} =F {e } * Up(x) - Nt = VT * Ug(x) - Ton
efx2/4t
= N * Lo (x).



Questdo 4. A funcdo caracteristica de ¢, : R — C de uma medida de probabilidade u nos borelianos de
R é definida por

bu(t) = /R ().

Qual a relacdo entre a funcdo caracteristica de u e a transformada de Fourier de u? Conclua que, se uq
e Wp sdo duas medidas de probabilidade com mesma funcdo caracteristica, entdo w1 = us.

Solucdo: Como T(f) = T(f), temos:

N ~ 1 » Fubini e Xt Pu(—x)
uf:uf:/—/e’”fxdxudt :/fx udtdx:/fxidx.
(N=w) = | —o= [ e Fdxuar) 2" [ 16 | Z—manyax= [ F6)%—
. ~ o (bu(_t) P L P
Assim, i = T4, em que g(t) = . Como a transformada ¢ Unica, concluimos que w é Gnica. <
V2T
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