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PREFACIO

A palavra principio tem diferentes sentidos. No titulo do presente livro foi usada
no sentido de introducdo; em Matematica usa-se principio como sinénimo de
axioma, postulado, como no Principio de Inducdo, por exemplo. Usa-se tal pala-
vra também para denotar proposicdo ou resultado, como no Principio da Refle-
xdo. E pode ser ambos em certos contextos, pois, a depender dos pressupostos
adotados, o que é axioma se torna resultado e vice-versa.

Este livro introdutoério foi desenvolvido a partir de notas que escrevi para dois
cursos, um de Analise Combinatéria para alunos de graduacdo em Matematica,
e outro de Matematica Discreta para alunos de graduagao em Ciéncias da Com-
putacdo, ambos na Universidade Federal da Bahia. Escrever um livro enquanto
se leciona torna o curso prolixo, as vezes confuso. Assim, por servirem involun-
tariamente de cobaias, e pela paciéncia, agradeco a todos os meus alunos. Com
eles, aprendi e continuo aprendendo.

Sempre que possivel, as se¢oes neste livro comecam motivadas por um pro-
blema em particular, pratico, curioso, instigador, cuja solucéo é o cerne da técnica
que se deseja apresentar. Esta é uma intencéo didatica: quando comecamos di-
retamente com um enunciado abstrato, arriscamos perder a atencéo do leitor ou
da plateia, ainda mais de uma plateia possivelmente composta por alunos em
inicio de graduacdo. Além disso, secoes com certas dificuldades adicionais sdo
marcadas com um asterisco no titulo (*), e podem ser omitidas numa primeira
leitura.

Embora o publico-alvo seja essencialmente composto por alunos de gradua-
cdo em Matematica e areas afins e respectivos docentes, tendo como pré-requisito
basico nocoes de Calculo, acredito que o presente livro possa ser utilizado tam-
bém por aqueles que desejem se preparar para olimpiadas de Matematica, e por
alunos e professores do Ensino Médio.

Ha apenas duas excec¢oes ao pré-requisito de Calculo. Na demonstragao do
Teorema 7.2.2 usamos a nocéo de supremo, que é vista num curso de Analise. E
a Secao 2.8, embora ndo requeira nenhum pré-requisito adicional, sera lida mais
facilmente por um leitor que tenha alguma familiaridade com Grupos.



i1 Prefacio

Uapll !ulo !

Ferramentas
Basicas

1
Capitato 2 )
Contagem via

Relagoes de
Equivaléncia

1

1

1

1

1
Existéncia, Probabilidade:

Téeni
eenieas Aplicacoes Defini¢ao

Importantes
de Contagem | e Grafos | L Modlerna

Y

Outras

Probabilidade:
Variaveis
Aleatorias
1
Gatate 7
Probabilidade:
Alguns Tépicos
Famosos

Figura 1. Fluxograma de dependéncias gerais entre
capitulos. No préoximo fluxograma, mostramos algu-
mas dependéncias especificas entre secoes.

No Brasil, infelizmente, ha uma tradicdo disseminada de se repetir na gra-
duacdo em Matematica os mesmos conteddos de Combinatéria e Probabilidade
que sdo lecionados no segundo grau, e da mesma maneira como séo lecionados
nesse nivel de escolarizacdo. O presente livro é mais um esforco visando rever-
ter tal quadro. Para auxiliar o docente que pretenda utilizar este material como
livro-texto, na Figura 1 é mostrado um fluxograma com as dependéncias gerais
entre os capitulos, e na Figura 2 é mostrado um fluxograma de certas depen-
déncias importantes entre secoes finais do livro, as quais recomendo que sejam
respeitadas. Com tais dependéncias, o professor pode omitir secoes, ou mesmo
capitulos, sem prejudicar a sequéncia légica dos assuntos.

Escolher a ordem em que os assuntos sido apresentados foi uma parte dificil
quando da escrita deste livro porque, amiude, o assunto A tem resultados inte-
ressantes que necessitam de algum conhecimento sobre o assunto B e, por sua
vez, o assunto B também tem resultados interessantes que requerem certa com-
preensao do assunto A. Assim é a Matematica, com conexdes por todos os lados.
O que é maravilhoso, mas dificulta a vida de quem escreve um livro. Afinal,
um texto precisa ter uma ordem na apresentacédo dos assuntos. Por isso, esco-
lhas tiveram de ser feitas e, salvo algumas poucas excecoes (o Exercicio 3.6.3, o
Exemplo 6.4.3 e o Exercicio 7.4.13), ndo ha referéncias “futuras”, do tipo “pelo
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Figura 2. Fluxograma de dependéncias especificas
entre certas secoes dos Capitulos 3,4, 5,6 e 7.

resultado da secdo a ser vista mais adiante”.

Alguns topicos geralmente sédo apresentados de maneira naive sdo aqui abor-
dados com mais rigor, como combinacdes e permutacgoes, que sao estudadas sob
a perspectiva de inducao e relacdes de equivaléncia. E alguns tépicos que ge-
ralmente aparecem apenas em livros-textos mais avancados sdo apresentados
aqui de maneira pragmatica, voltada a aplicacoes. Assim tentei buscar um certo
equilibrio.

O interesse em desenvolver este material surgiu ao ndo encontrar uma refe-
réncia que satisfizesse simultaneamente a todas as necessidades destes cursos
de graduacido mencionados anteriormente. Com este objetivo em mente foi es-
crito este livro, o qual tem as seguintes caracteristicas:

e Cobre o conteido de combinatéria lecionado no Ensino Médio, pois esta é a
ementa basica do curso que deu origem ao livro.

e Néo cobre apenas o conteido do Ensino Médio. Como exemplo, o leitor en-
contrara uma discussdo de problemas de contagem envolvendo classes de equi-
valéncia de tamanhos variados, assunto interessantissimo que néo esta presente
nos atuais livros-textos de Combinatéria, exceto em alguns sobre olimpiadas de
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Matematica. As Secoes 2.7 e 2.8 sdo relacionadas ao tema, cujo leitmotiv é o
aparentemente inocente problema: De quantas maneiras podemos pintar uma
roleta de seis compartimentos se hd trés cores disponiveis?

e Aborda os conceitos de permutacdes, combinacdes e arranjos do ponto de
vista de relagoes de equivaléncia, em vez da maneira apenas intuitiva que geral-
mente é feita no Ensino Médio. Longe de ser um preciosismo matematico, adotar
esta perspectiva é uma maneira natural, que leva a um entendimento melhor de
tais conceitos, bem como permite lidar com problemas mais complicados, como
o da roleta citado acima. E culmina no belo Lema de Burnside, que permite re-
alizar contagem envolvendo simetrias quaisquer, conectando Combinatoéria com
Teoria de Grupos.

e Evita exercicios demasiadamente dificeis, bem como um excesso de exerci-
cios faceis e repetitivos. O livro contém dicas e solucoes de parte dos exercicios,
principalmente os mais dificeis. Algumas secées contém mais exercicios do que
outras, o que é intencional: certos temas sdo imprescindiveis e requerem mais
pratica. Discutimos, em meio ao texto e também nos exercicios, solucgdes equivo-
cadas. Encontrar um erro escondido em um argumento é um tipo de exercicio
néo convencional e instigador. Parafraseando o fisico Niels Bohr, “Ainda bem
que chegamos a um paradoxo. Agora, hd esperanca de conseguirmos algum pro-
gresso”.

e Mostra diversas e interessantes conexdes de Combinatoéria e Probabilidade
com outras areas da Matematica, tais como Teoria dos Numeros, Grupos, Alge-
bra Linear e Analise. Como o leitor podera encontrar no decorrer do livro, ha
demonstragoes combinatérias e/ou probabilisticas de resultados classicos como
o Teorema de Wilson, o Pequeno Teorema de Fermat, a Formula de Euler para
a Funcéo Zeta de Riemann, o Teorema de Aproximacédo de Weierstrass, entre
outros.

e Pensando no professor, segue, na medida do possivel, uma exposicdo prag-
matica, objetiva, tentando minimizar o esforco que o docente tera em transfor-
mar cada secdo em uma aula. Livros com discussdes minuciosamente detalhadas
tém grande valor, indubitavelmente. Porém, as vezes, se tornam mais dificeis de
serem utilizados em sala de aula e deixam de enfatizar os pontos cruciais da
teoria.

e Tem referéncias a problemas praticos e metaforas curiosas. Em meio a
leitura deste texto, o leitor se deparara com falsos positivos e falsos negativos,
reality shows, distribuicoes da Mecanica Estatistica, jogos de azar, paradoxos di-
versos, inspetores de estradas, moléculas isomeras, macacos que escrevem Sha-
kespeare, simetrias, investigacdo de assassinato, xadrez, genética, falacias em
julgamentos, razao aurea, dominds, chips de computadores, sensacéao de aleato-
riedade em aplicativos que tocam musicas, bébados que chegam ou néo chegam
em casa, campeonatos, sequéncia de Fibonacci, lancamento de agulhas que per-
mite calcular 7, contagem de rimas, ruinas de apostadores, Numeros de Bell,
Numeros de Catalan, Numeros de Stirling, entre muitos outros tépicos curiosos.



e Aborda recorréncias, técnica fundamental de contagem que néo é vista no
Ensino Médio, e é raramente apresentada nos cursos de Combinatoéria da gradu-
acdo. Dentre as maneiras de resolver uma recorréncia, apresentamos a poderosa
técnica de funcoes geradoras.

e Introduz noc¢oes de grafos, incluindo planaridade, isomorfismos, circuitos
eulerianos e ciclos hamiltonianos.

e Aborda o genial Método Probabilistico, desenvolvido por Paul Erdoés e ou-
tros matematicos, o qual conecta Combinatoéria com Probabilidade. Como o leitor
vera, o Método Probabilistico permite mostrar a existéncia de um objeto argu-
mentando simplesmente que, em um espaco de probabilidade adequado, ele tem
probabilidade positiva de existir!

e Aborda o tema de partigoes de nimeros naturais, o qual induz natural-
mente ao manejo de fungoes geradoras. Muitos alunos iniciam o curso acredi-
tando ingenuamente que todo problema de contagem com um enunciado simples
tem uma solucéo simples e conhecida. Estudar particées de nimeros naturais é
uma belissima forma de ilustrar que isso néo corresponde a realidade! E, no ini-
cio da Secao 3.6, referente a particoes, o leitor estudara a contagem do ntiimero
de maneiras de distribuir objetos em caixas em cada um dos possiveis casos de
distinguibilidade (se objetos e caixas sdo ou nio distinguiveis entre si).

e Tem referéncias a olimpiadas de Matematica, as quais estdo cada vez mais
presentes no contexto de ensino, e cada vez mais importantes na formacao inicial
de matematicos ao redor do mundo.

e Prova a importante Formula de Stirling, usando apenas calculo como pré-
requisito para o entendimento da demonstracdo. Aqui conectamos o Teorema
Central do Limite a Férmula de Stirling numa via de méo dupla (cada resultado
por ser usada para provar uma parte do enunciado do outro), bem como ligamos
a Formula de Stirling a bela Formula de Wallis:

™ 2 2 4 46 6 8 8

2 1 33557709

e Apresenta a definicdo moderna de Probabilidade, mas sem o volume de con-
teido de um livro de Probabilidade mais avancado. Tentamos ilustrar aqui, da
maneira mais rapida possivel, resultados principais na Probabilidade Moderna,
tais como a Lei dos Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite, usando
bastante a Combinatéria desenvolvida nos capitulos anteriores. Também apre-
sentamos outros topicos de Probabilidade como Passeio Aleatério e Cadeias de
Markov, sendo este tltimo conectado a Algebra Linear e também a recorréncias.

A abordagem de Probabilidade feita aqui ndo é a de livros mais avancados
como [ 1, sendo tal decisdo tomada em vista de dois motivos. O pri-
meiro é que néo faria sentido repetir o que ja esta feito em bibliografia de quali-
dade e de facil acesso ao leitor e, segundo, este é um livro voltado para a gradua-
cao. Por exemplo, a prova do Teorema Central do Limite (e também de recorrén-
cia/transiéncia de passeios aleatérios) é fundamentada na Férmula de Stirling.
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Logo, se por um lado nédo alcancamos a generalidade de uma prova baseada
em funcgoes caracteristicas (ou em outras abordagens também poderosas), por
outro lado evitamos um arcabouco técnico. Ademais, ndo foram incluidas fun-
coes de distribuicdo (também chamadas de funcées de distribuicdo acumuladas)
por varias razoes: primeiro, porque néo sido necessarias, sendo possivel explicar
Probabilidade em nivel de graduacdo sem introduzi-las; segundo, porque fun-
coes de distribuicdo se tornam realmente interessantes quando relacionadas ao
Teorema Central do Limite, fora do escopo deste livro. Terceiro, funcées de dis-
tribuicdo sdo uteis para caracterizar distribuicoes de probabilidade, mesmo que
estas ndo sejam nem discretas, nem absolutamente continuas. Como nos res-
tringimos aqui a variaveis aleatorias discretas e absolutamente continuas, esta
caracterizacdo tornou-se prescindivel. Além do que, para tornar rigorosa tal ca-
racterizagdo, ferramentas de Teoria da Medida seriam necessarias, novamente
fora dos pré-requisitos do publico-alvo deste livro. Por outro lado, incluiu-se
um pouco de cumulantes, interessante topico de probabilidade raramente en-
contrado em livros-textos.

Sobre a redacéo: este livro foi digitado em TEX e, exceto uma (a Figura 7.2,
desenvolvida usando o pacote pstricks), as duzentas e cinco figuras foram cri-
adas via o pacote Tikz, usando sempre a plataforma GNU/Linux.

Gracas a Diogo S. Dérea da Silva, foi corrigida uma quantidade inominavel
de erros de concordancia nominal, de digitacdo, de concordancia verbal, de con-
cordancia de género, de lapsos em demonstracées, de enunciados equivocados, de
respostas incorretas de exercicios e de falta de clareza. Por sua excelente revisao
e sempre perspicazes observacdes, meu sincero agradecimento. Agradeco tam-
bém a Dirk Erhard, Roberto Parente e Taisa Martins por sugestoes importantes,
e a Felipe Fonseca dos Santos, que gentilmente cedeu um arquivo KTEX com so-
lucées de certos exercicios. Quero deixar meu obrigado também aos revisores
andénimos, que fizeram um trabalho muito competente e generoso, que néo foi
apenas de correcdo. Varias partes do livro foram indubitavelmente aprimoradas
devido as suas visdes gerais dos temas abordados e do texto em questao.

Por fim, obrigado a minha esposa Amanda, pelo apoio incomensuravel. A re-
dacéo deste material coincidiu com o periodo da chegada de nosso filho Francisco,
continuou quando da chegada de nossa filha Helena, e entre fraldas e divertidas
noites agitadas, aqui estamos. Espero que o leitor desfrute do livro, total ou par-
cialmente, como melhor lhe convier. E que busque a beleza, sempre. Boa leitura.

Salvador, 12 de Maio de 2020
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CAPITULO 1

FERRAMENTAS BASICAS

Veremos aqui ferramentas fundamentais que seréao utilizadas por todo o livro.

1.1 Principio de Inducao

Neste livro, consideraremos o conjunto dos nimeros naturais comoN = {1,2,...}.
A seguir, apresentamos o Principio de Inducéo, que é um dos Axiomas de Peano
a respeito do conjunto dos nimeros naturais. Nao entraremos em detalhes so-
bre os Axiomas de Peano, topico geralmente visto em um curso de Analise na
Reta. Apenas enunciaremos o Principio de Inducéo e algumas de suas varian-
tes, e veremos como utiliza-los para resolver problemas de naturezas diversas,
nesta secdo e em muitas outras. Muitas vezes, em vez de “ndimero natural”,
escreveremos apenas “natural”.

Axioma. (Principio de Inducéo). Seja A um subconjunto de N satisfazendo as
duas propriedades abaixo:

(a) 1 € A.
(b) Sene A,entdon +1 € A.
Logo, A = N.

Este axioma é equivalente ao Principio da Boa Ordenacéo (todo subconjunto
nédo vazio de N possui um menor elemento), entre outros. Tais equivaléncias sao
geralmente vistas em curso de Analise na Reta.

Como usamos o axioma acima? Digamos que queremos provar uma certa afir-
macdo, a qual depende de n € N. Por exemplo, digamos que desejemos mostrar
que 2" > n para todo n € N. Seja A o conjunto dos naturais para os quais esta
afirmacéo é valida. Temos que:

(a) Como 2! =2 > 1, deduzimos que 1 € A.



2 Capitulo 1. Ferramentas Basicas

(b) Seja n € A. Entédo 2" > n. Multiplicando esta inequacéo por 2, obtemos
2"l > 9n=n+n>n+1. Ouseja,n+1c A

Dai, pelo Principio de Inducéo, concluimos que A = N.

Os passos envolvidos numa prova por inducdo como acima sdo nomeados da
seguinte maneira: verificar a afirmacéo para o valor inicial (no caso acima, um)
é chamado de base de inducdo; supor que a afirmacao é valida para um certo n
é chamado de hipdtese de inducdo; e provar que a afirmacdo vale paran + 1 a
partir da hipétese de inducéo é chamado de passo indutivo.

O Principio de Inducéo possui muitas variantes, todas equivalentes entre si.
Por exemplo, podemos usar, como base de inducao, um ntimero natural k em vez
de 1. Vejamos:

Axioma. (Variante do Principio de Inducédo). Seja A C N satisfazendo as duas
propriedades abaixo:

(a) ke A.
(b) Sen e A, entdaon +1 € A.
Entdo A D {k,k+1,k+2,k+3,...}.

Inducéo é uma técnica de prova onipresente em Matematica. A seguir, veja-
mos um exemplo envolvendo Geometria. Dizemos que uma regido % do plano é
convexa se, para quaisquer dois pontos A e B pertencentes a %, o segmento de
reta AB ligando A a B estiver contido em Z.

Problema 1.1.1. Prove que a soma dos dngulos internos de um poligono convexo
de n lados é igual a 7(n — 2) (em radianos).

Solucdo: Como n é o nimero de lados do poligono, temos que n > 3. Para a base
de inducéo, consideremos, portanto, n = 3. Sabemos que a soma dos angulos
internos de um triangulo é igual a 7 = (3 — 2)7, o que nos dé a base de inducao.
Suponha que o resultado seja valido para um certo n, ou seja, para qualquer
poligono convexo P de n lados, a soma de seus d&ngulos internos é igual a (n—2)7.

Seja agora um poligono convexo P’ de (n + 1) lados, que tera, portanto, n + 1
vértices consecutivos V7, ..., V, ;1. Como P’ é convexo, temos que o segmento V.Vi
estara contido em P’, veja a Figura 1.1. Logo, o segmento V,,V; separa o poligono
P’ em dois poligonos: o poligono de n lados V; -- -V}, e o tridngulo V,,V,,,1V;. Pela
hipétese de inducdo, a soma dos adngulos internos do poligono Vi ---V,, é igual
a m(n — 2). Além disso, a soma dos angulos internos do triangulo V,,V, 1V} é
igual a 7. Logo, a soma dos angulos internos do poligono P’ sera dada pela soma
m(n—2)+m =n((n+1)—2), que é a mesma férmula do enunciado trocando n por
n + 1. Dai, pelo Principio de Inducéo (variante acima), concluimos que a soma
dos angulos internos de qualquer poligono convexo de n lados, sendo n > 3, é
igual a 7(n — 2). O
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Vn+l Vi

Figura 1.1. Ilustracao do poligono convexo P’ de n+ 1
vértices e n + 1 lados.

Observamos que o resultado também é valido sem a hipétese de convexidade,
mas nao entraremos em detalhes.

A variante abaixo é muito util, também chamada de Principio de Inducdo
Forte. Nela, a hipéotese de inducéo assume que a afirmacio que se deseja provar
é valida para os naturais no conjunto {%,...,n}.

Axioma. (Principio de Inducédo Generalizado ou Principio de Inducédo Forte).
Seja A C N satisfazendo as duas propriedades abaixo:

(a) {k,....k+1(} C A.
(b) Para todo n > /¢, vale que: se {k,...,k+n} C A,entdok+n+1€ A.
Entdao A D {k,k+1,k+2,k+3,...}.

Note que a base de inducao no Principio de Inducdo Generalizado pode ter
mais de um elemento, e que a hipétese de inducédo assume que todos os naturais
de k a k + n estdo no conjunto. Vejamos uma aplicacio classica.’

Problema 1.1.2. Prove que todo natural n > 2 é primo ou pode ser escrito como
produto de niimeros primos.

Solucdo: Como n = 2 é primo, temos a base de inducdo. Suponha que o resultado
seja valido para os naturais no conjunto {2,...,n}, que é a chamada hipétese de
inducédo. Considere o natural n+1. Se n+1 é primo, temos o que se deseja provar.
Se n + 1 ndo é primo, entdo é produto de dois naturais z e y, sendo 2 < =z < n

IEste problema é parte da prova do Teorema Fundamental da Aritmética, que diz que todo
numero natural pode ser decomposto como produto de poténcias de nimeros primos distintos, e
que esta decomposicio é tnica a menos da ordem dos fatores.
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e 2 < y < n. Pela hipétese de inducio, = (respectivamente, y) é primo ou é um
produto de nimeros primos e, por conseguinte, n + 1 = x -y também é produto de
numeros primos. Portanto, pelo Principio de Inducédo Generalizado, todo natural
n > 2 é primo ou é um produto de primos. O

E preciso tomar certos cuidados ao fazer uma prova por indugio. Vejamos um
exemplo sutil. Considere o seguinte problema:

Problema 1.1.3. Mostre que todo numero natural n > 5 pode ser escrito na
forma n = 5a + 7b, onde a e b sdo inteiros ndo negativos.

Uma aparente solucéo, via o Principio de Inducdo Generalizado, seria:

“Para n = 5, temos que 5 = 5-1+47-0, o que nos dd a base de indu-
c¢do. Suponha que a afirmacdo seja vdlida para qualquer natural no
conjunto {5,...,n}, que é a hipdtese de indugdo. Considere o natural
n+ 1. Temos que n+ 1 = (n — 4) + 5. Como n — 4 < n, pela hipdtese de
inducdo, temos que n — 4 = 5a + 7b para certos inteiros ndo negativos
aeb Dai,n+1=>5a+T7b+5 = 5(a+ 1)+ 7b. Assim, pelo Principio
de Inducdo Generalizado, temos que qualquer natural n > 5 pode ser
escrito na forma 5a + 7b para certos a e b inteiros ndo negativos.”

Notemos que n = 6 ndo pode ser escrito como 5a + 7b, com a e b inteiros néo
negativos. Logo, o enunciado do Problema 1.1.3 é falso! E, portanto, a solugao
acima esta errada. Onde, exatamente?

Um explicacdo para a solucdo acima estar errada é notar que o passo de in-
ducéao é incorreto. No passo indutivo acima, supusemos que n — 4 pertencia ao
conjunto {5,...,n}, o que s6 vale para n > 9.

Uma outra explicacdo para a solucdo acima estar errada é notar que a base
de inducgdo, na verdade, ndo foi verificada. Na aparente solucio, escreveu-se
n+1=(n—4)+5e, em seguida, a hipétese de inducédo foi assumida para n — 4.
Mas n—4 pode ser menor do que 5, e a base de inducéo foi verificada apenas para
n = 5. Para que a demonstracdo estivesse correta, seria necessario verificar a
afirmacédo para os valores n = 5,6,7,8,9 e assumir a hipétese de indugdo para
n > 9. Mas a afirmacéo do enunciado néo é valida nem para n = 6, nem para
n = 8, nem paran = 9.

Um enunciado correto a ser provado é:

Problema 1.1.4. Mostre que todo nimero natural n > 24 pode ser escrito na
forma n = 5a + 7b, onde a e b sdo inteiros ndo negativos.

Solugao: Para n € {24,25,26,27,28} o enunciado é valido, pois 24 =5 x 2+ 7 x 2,
25 =5 x5+4+7x0,26=5x147x3,27T=5%x44+7x1e28 =5x0+7 x4. Suponha
que a afirmacao seja valida para qualquer natural no conjunto {24,...,n} com
n > 28, que é a hipotese de inducdo. Considere o natural n + 1 e observe que
n+1l=(n—-4)+5. Comon—4¢c {24,...,n}, pela hipétese de inducao, temos que
n — 4 = ba + 7b para certos inteiros néo negativos a e b. Dai,n+1=5a+7b+5 =
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5(a+1)+7b. Assim, pelo Principio de Inducéo Generalizado, temos que qualquer
natural n > 24 pode ser escrito na forma 5a + 7b para certos a e b inteiros nio
negativos. [

Um comentario importante: inducdo é um método de prova. Para buscar o
enunciado correto a ser provado, é necessario busca-lo por outros meios, tal como
testes com valores pequenos de n e buscar um padrao que leve a uma conjectura;
“chutar” que a féormula buscada é de um certo tipo (polinomial, exponencial,
etc.) e usar valores baixos de n para encontrar as constantes na férmula; ou
usar outras ferramentas matematicas. Um roteiro para realizar uma prova por
inducéo seria:

(1) Obtenha a base de inducdo, ou seja, mostre que a
afirmacio é correta para um certo natural ny. Se for
necessario usar inducéo forte, a base de inducéo pode
ser composta por mais de um elemento.

(2) Suponha que o resultado seja valido para um certo n
(ou para ny,...,n, no caso de inducéo forte), que é a
chamada hipdtese de inducdo.

(3) Assumindo a hipétese de induciao, mostre que a afir-
macdo correspondente a n + 1 é verdadeira.

(4) Conclua, usando o Principio de Inducéo, que a afir-
macdo é valida para todo n > n,.

Exercicios

Exercicio 1.1.1. Prove por inducéo a desigualdade de Bernoulli: dado a > —1,
temos que (1 + a)” > 1 + na para todo n € N.

Exercicio 1.1.2. Conjecture uma férmula para a soma dos n primeiros nimeros
impares:
1+3+5+-+(2n—1),

e depois prove-a por inducio.
Exercicio 1.1.3. Demonstre por inducéao que 2" < n! para todo natural n > 4.

Exercicio 1.1.4. Demonstre por inducao que 2" — 1 é multiplo de 3 para todo n
natural par.

Exercicio 1.1.5. Demonstre por inducio que n® — n é multiplo de 3 para todo n
natural.
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Exercicio 1.1.6. Prove por inducdo que

zn:(_1>k—1k2 _ (_1)n—1n(n+1)

2 Y

k=1
para todo n > 1.

Exercicio 1.1.7. Prove por inducido que 8" — 1 é multiplo de 7 para todo inteiro
n > 0.

Exercicio 1.1.8. Demonstre por inducédo que 8" — 7n — 1 é multiplo de 49 para
todo inteiro n > 0.

Exercicio 1.1.9. Demonstre por induc¢éo que 10" —9n — 10 é multiplo de 9 para
todo n natural.

Exercicio 1.1.10. Seja f(x) = log(1 + z), onde log denota o logaritmo na base e.
Prove que a n-ésima derivada de f em zero é dada por f™(0) = (—1)"*'(n — 1)\

Exercicio 1.1.11. Seja g # 1.

(a) Deduza a formula para a soma de uma progressido geométrica de razio ¢:

l+g+¢@+-+¢"" = , Yn>1,

l—¢q
Dica: Chame S=1+¢q+¢*+---+¢" ' e calcule S — ¢S.
(b) Prove esta formula por inducao.

Exercicio 1.1.12. Seja N > 1 um numero natural. Prove que

(1 1)m><1 1)m_1 L ym>o
N N N =

Dica: para N = 1 a desigualdade é imediata. Suponha entdo que N > 1 e use
inducio.

Exercicio 1.1.13. O k-ésimo Numero Harmoénico H;, é definido por

1 1 1
Hy = 1444+ —.
K ottt

Prove por inducéo que
H2"21+gJ \V/n21

Conclua a partir disso que a série harmonica é divergente, ou seja, que

)
k=1

= 0.

=
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Exercicio 1.1.14. Os Numeros de Fibonacci (ou Sequéncia de Fibonacci) sdo
os numeros da sequéncia 0,1,1,2,3,5,8,13,21,44, ... que é criada através da se-
guinte regra: os dois primeiros nimeros sdo 0 e 1, e os demais sdo criados so-
mando os dois nimeros anteriores, ou seja, os numeros sio definidos de maneira
recursiva, como escrito a seguir:

fn:fn—1+fn—27 VnZQ,
fO = Oa
f1 - 1

11
1.
Prove que, para qualquer n > 1,

n __ fn—l-l fn
AT = |: fn fn—1:|.

Seja a matriz A dada por

Exercicio 1.1.15. O objetivo deste exercicio é provar que

1
1+2+3+--~+n:%. (1.1

(a) Para chegar a formula (1.1), denote S =1+2+ 3+ ---+ n e observe o padrao
no desenho abaixo (qual a soma em cada coluna?).

1 + 2 + 3 + -+ + n-2) + (n—-1) + n

+ n 4+ (n-1) + (n-2) + -~ + 3  + 2+ 1

(b) Prove a formula obtida no item anterior por inducéo.

Observacao 1.1.5. O leitor pode se perguntar se, depois de obter uma formula
por um determinado método, é realmente necessario fazer induciao? Bem, isso
depende se o método utilizado seguiu passos légicos rigorosos, ou se fez uso de
“adivinhacdo”. No Exercicio 1.1.15, ndo houve adivinhacéo, e todos os passos
foram justificados. Ou seja, o item (a) levou a formula desejada ao mesmo tempo
provando-a ser correta, e o item (b) esta presente apenas para que o leitor pra-
tique inducdo. No Exercicio 1.1.16 a seguir veremos um caso onde a indugao é
indispensavel, pois o0 método utilizado para obter a formula envolve fazer uma
hipotese sem justificativa rigorosa (ou seja, um belo “chute”).

Exercicio 1.1.16.
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(a) Na formula (1.1), observa-se que o lado direito da igualdade é um polinémio
de grau dois em n. Isso nos sugere chutar que a soma » ,_, k* seja igual a
um polindémio de grau 3, ou seja, que Y ,_, k* = an® + bn? + cn + d. Usando
isto, chegue na conjectura

“ s nn+1)(2n+1)
;k - ; .

(b) Prove a formula anterior por inducéo.

Exercicio 1.1.17. Demonstre por inducéo que

Exercicio 1.1.18. Vamos “provar” a seguinte afirmacao: “Se numa sala com n
pessoas ha pelo menos um torcedor do Fluminense de Feira, entdo todos séo
torcedores do Fluminense de Feira”.

Demonstracdo: “Usemos induc¢do. Para n = 1, s6 hd uma pessoa na
sala, entdo esta pessoa é torcedora do Fluminense de Feira. Suponha o
resultado vdlido para um certo n € N. Considere entdo uma sala com
n + 1 pessoas, onde pelo menos uma é torcedora, a qual serd chamada
de pessoa A. Tire uma pessoa B da sala. Ficaram n pessoas, incluindo
a pessoa A. Pela hipotese de inducdo, essas n pessoas sdo torcedoras.
Tire uma pessoa qualquer da sala e coloque a pessoa B que estava
fora para dentro. Aplicando novamente a hipétese de inducdo para n,
concluimos que a pessoa B também é torcedora. Ou seja, todas as n+1
pessoas sdo torcedoras. Dai, pelo Principio de Inducdo, concluimos
que o resultado é vdlido para qualquer n > 1.”

Bem, vocé deve ter desconfiado que a afirmacéo é falsa. Encontre o erro na
demonstracdo acima.

Exercicio 1.1.19. Outra afirmacéo para vocé encontrar o erro na prova: “Todos
0s numeros naturais sdo impares”.

Demonstracéo: “Usemos o Principio de Inducdo Generalizado. Para
n = 1, todos os elementos do conjunto {1} sGo impares, logo temos a
base de inducdo. Suponha que o resultado seja vdlido para todos os
numeros no conjunto {1,...,n}, ou seja, suponha que todos os niime-
ros no conjunto {1,...,n} sejam impares. Em particular, temos que
n — 1 éimpar. Logo, (n — 1) + 2 = n+ 1 também é impar, o que prova o
resultado por inducdo.”
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Exercicio 1.1.20. (As Torres de Hanoéi). Sdo dados trés suportes A, B e C. No
suporte A estdo encaixados n discos cujos didmetros, de baixo para cima, estéo
em ordem estritamente decrescente. Mostre que é possivel, com 2" — 1 movi-
mentos, transferir todos os discos para o suporte B, usando o suporte C' como
auxiliar, de modo que jamais, durante a operacdo, um disco maior fique sobre
um disco menor.

Exercicio 1.1.21. Duas pessoas, A e B, jogam o seguinte jogo: inicialmente ha
uma pilha que contém n moedas. Os jogadores, alternadamente, retiram um
numero de moedas a seu gosto, de 1 a k. Ganha quem retira a ultima moeda, e
A comeca o jogo. Determine qual jogador pode assegurar a vitéria, ndo impor-
tando como jogue o outro. Descreva uma estratégia vencedora e justifique sua
afirmacao.

Dica: Analise casos para valores de n pequenos para deduzir a estratégia ven-
cedora. Feito isso, prove-a por inducéo.

Exercicio 1.1.22. Luciana e Juarez jogam o seguinte jogo. Primeiro se escolhe
um inteiro n > 2. A partir de entdo, os dois escolhem alternadamente inteiros
positivos. Comeca Luciana, que deve escolher um ndimero menor do que n, mas
maior ou igual que 3. Dai, em cada turno, se o ultimo nimero escolhido (pelo
oponente) foi k£, entdo o seguinte deve ser estritamente menor do que k, mas
maior ou igual a g O ganhador é o que escolhe o nimero 1. Para cada valor ini-
cial n, determine qual dos dois jogadores tem estratégia ganhadora, e descreva
qual é esta estratégia.

Exercicio 1.1.23. Neste exercicio, provaremos a desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica, que é a seguinte. Sejamn € Ne aq, ..., a, nimeros reais
nao negativos. Entao vale que

a4 +ay
n

> {far--an

sendo que ha igualdade se, e somente se, a; = - - - = a,,.
(a) Prove a afirmacéo para n = 2 usando a desigualdade (,/a; — \/az)* > 0.
(b) Prove a afirmacéo para poténcias de 2 usando inducéo.

(c) Seja n inteiro tal que 2¥~! < n < 2*. Para provar que a afirmacdo vale para
este n, aplique a desigualdade do item anterior para os nimeros a;,...,a, €

2% — n copias do nimero a = /a; - - a,.

Exercicio 1.1.24. Em um certo programa de auditério, ha dois participantes e
n moedas sobre a mesa, sendo n > 2. Cada participante pode, em sua vez, esco-
lher tirar uma moeda da mesa para si, passando a vez para o outro participante,
ou tirar duas moedas da mesa para si, terminando o jogo. Suponha que os dois
participantes atuem de maneira estritamente légica e egocéntrica, buscando ma-
ximizar o ganho pessoal, e que ambos saibam disso. Mostre, por inducéo, que o
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jogo terminara no primeiro movimento, ou seja, o primeiro participante a jogar
tirara duas moedas para si e terminara o jogo®.

o Gy

1 ) 12 22

Figura 1.2. Numeros Pentagonais.

Exercicio 1.1.25. (Numeros Pentagonais). Os chamados Numeros Pentagonais
1,5,12,22,35,51,70,92,117, ... sdo obtidos seguindo a légica da Figura 1.2. Prove,
por inducéo, que o j-ésimo numero pentagonal é dado por J(ngfl)

Exercicio 1.1.26. Prove, usando inducéo, que

1
> way

a1G2
{a17“'7ak}c{1721'-'7n}7

{a1,....,a}#2

Exercicio 1.1.27. Considere a sequéncia definida recursivamente por

Ay, = 3aW2J +4, VYn2>3,
ag — 2,

a1:67

onde a funcéo f(x) = |z] é a chamada fun¢do piso, que nos da o maior inteiro
menor ou igual a z. Por exemplo, |2,74] = 2 e |7| = 3. Prove que a, é par para
qualquer n > 0.

Dica: Use o Principio de Inducédo Generalizado.

Exercicio 1.1.28. Prove, por inducao, que todo natural n > 8 pode ser escrito
como 3a + 5b, onde a e b sdo inteiros ndo negativos.

Dica: Use o Principio de Inducao Generalizado. E atencio, apenas n = 8 néo
sera suficiente como base de inducéo.

2Eis um 6timo exemplo de que comportamentos absolutamente légicos e individualistas po-
dem levar a situacdes bizarras. No problema em questéo, ainda que houvesse um milhdo de
moedas sobre a mesa, o primeiro participante tiraria duas moedas para si e terminaria o jogo.
Se nédo fossem légicos e individualistas, os dois participantes poderiam ficar com meio milhao de
moedas cada um.
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A B
Figura 1.3. Poligono ABCDEF.

Exercicio 1.1.29. Assuma o seguinte resultado:

Lema 1.1.6. Todo poligono (convexo ou ndo) possui uma diagonal contida em seu
interior.

Este resultado parece 6bvio, mas néo é tao facil de provar, veja [ , ,
pagina 289] para uma demonstragdo. Como exemplo, vejamos a Figura 1.3.
Como se pode observar, a diagonal BE nio é interior ao poligono ABCDEF,
mas a diagonal FC é.

Aceitando o Lema 1.1.6, prove pelo Principio de Inducdo Generalizado que
todo poligono pode ser triangulado em n — 2 tridngulos, ou seja, prove que po-
demos escolher certas diagonais internas do poligono que néo se intersectam, e
que dividem o poligono em (n — 2) tridngulos. A partir disso, deduza que a soma
dos dngulos internos de qualquer poligono (convexo ou ndo) com n > 3 lados é
igual a (n — 2)7.

Exercicio 1.1.30. O Teorema de Pick afirma que a area de um poligono P sem
auto-intersecoes, cujos vértices sdo todos pontos de Z? (isto é, tém coordenadas
inteiras), é igual a I(P)+ F(P)/2—1, onde /(P) e F/(P) s@o os nimeros de pontos
de Z? no interior de P e sobre a fronteira de P, respectivamente. Por exemplo,
na Figura 1.4, observamos o trapézio P = ABCD, cuja area é dada pela formula
w = 9. Por outro lado, ha 5 pontos em seu interior, ou seja, /(P) = 5 e ha 10
pontos de fronteira, ou seja, F(P) = 10. Dali, pela formula do Teorema de Pick,
obtemos I(P) + F(P)/2—-1=5+10/2—-1=09.

Use o Principio de Inducdo Generalizado no nimero de vértices de P para
provar o Teorema de Pick.

Dica: para a base de inducédo, primeiro prove o resultado para retangulos, de-
pois para tridngulos retos, e depois para qualquer triangulo, notando que a area
de um triangulo pode ser escrita como a area de um retangulo que o contém me-
nos a area de, no maximo, trés tridangulos. Para o passo de inducéo, aplique o
Lema 1.1.6.

Exercicio 1.1.31. Prove que, qualquer que seja a maneira de decompor um po-
ligono de n lados em tridngulos justapostos por meio de diagonais internas que
nao se intersectem, o nimero de diagonais utilizadas sera n — 3.
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Y

A B

Figura 1.4. Trapézio ABCD de coordenadas inteiras.
Os pontos de Z? sobre a fronteira estdo marcados com
bolas pretas e os pontos de Z? no interior estdo mar-
cados com bolas brancas.

Dica: Use o Principio de Inducédo Generalizado.

1.2 Regra da Soma e do Produto

Nesta secdo veremos a Regra da Soma e a Regra do Produto, que sao resultados
bastante intuitivos. No Ensino Médio, em geral, tais resultados sdo enunciados
sem qualquer demonstracao. O que faz certo sentido, demonstra-los para alunos
sem a devida maturidade pode se tornar enfadonho e mesmo acabar por perder
o interesse da audiéncia. Por outro lado, do ponto de vista matematico, é neces-
sario prova-los, o que serve também para exercitar a escrita de demonstracoes
por inducéo.

Comecemos discutindo o que é a cardinalidade de um conjunto. Bem, é 6bvio
que o conjunto A = {gato, cachorro, pato} tem trés elementos, ou seja, cardina-
lidade igual a trés. Mas simplesmente dizer isso ndo é um argumento matema-
tico. Este é um exemplo de que fatos 6bvios podem requerer esforco para serem
provados ou colocados de maneira rigorosa em termos de axiomas, defini¢oes e
teoremas. H4 varios exemplos assim. Por exemplo, como mostrar que 1 + 1 = 2?
Ou 1+ 1 = 2 é uma definicdo? Como mostrar a comutatividade nos naturais,
ou seja, que a + b = b+ a? Nao é o objetivo deste livro adentrar este tema, que
é usualmente visto na parte inicial de um curso de Anaélise na Reta (veja
[ 1, por exemplo). Aqui nos restringiremos apenas a questdo de definir a
cardinalidade de conjuntos finitos.

Definicao 1.2.1. Se existe uma bijecdo h: A — {1,...,n}, entdo dizemos que
A tem n elementos ou que a cardinalidade de A é igual a n, o que sera deno-
tado por |A| = n ou #A = n. Neste livro, usaremos principalmente |A| para a
cardinalidade de A.

A proposicédo abaixo é conhecida como Regra da Soma ou Principio Aditivo.
Seu enunciado é tao intuitivo que nos da a impressao de ndo necessitar de prova
alguma. Entretanto, para uma demonstracéo rigorosa, usaremos inducéo.
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Proposicao 1.2.2. (Regra da Soma). Se A e B sdo conjuntos finitos disjuntos,
|AU B| = |A| + |B|.

Demonstracdo. Se (pelo menos) um dos conjuntos € vazio, o resultado é imediato.
Logo, assumamos que A e B sdo ambos néo vazios. Aplicaremos o Principio de
Inducédo em k = |A| + |B|, para k > 2. Para k = 2, ambos os conjuntos sdo
unitérios, 2 = |AU B| = |A| + | B|, o que nos da a base de induc¢éo. Suponha que o
resultado seja valido para um natural %, e sejam A e B conjuntos disjuntos tais
que |A| + |B| = k + 1. Como B é néo vazio, temos que existe b € B. Assim,

|JAUB| = |[AU (B\{b}) U{b} = |AU(B\{b})|+1. 1.2)
Como |A| + |B\{b}| = k, podemos aplicar a hipétese de inducdo, que leva a
[AUB\{b})] = [A] + [B\{b}]. (1.3)

Como A é nao vazio, temos que |B| < k. Logo, novamente pela hipétese de
inducédo, deduzimos que |B| = |(B\{b}) U{b}| = |B\{b}|+1, logo |B\{b}| = |B|—1.
Substituindo isto em (1.3), chegamos em

AU (B\{b})| = |A[+[B]-1.
Aplicando isto em (1.2), concluimos que
|JAUB| = |A|+|B|—1+1 = |Al+|B].

Portanto, pelo Principio de Inducéo, concluimos que |[AU B| = |A|+ | B| quaisquer
que sejam A e B conjuntos finitos disjuntos. O

Generalizando, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.3. Se A, ..., A, sdo conjuntos finitos, dois a dois disjuntos, en-
tao |[AyU---UA,|=|A1]+ -+ |A.]

Demonstracdo. Basta fazer inducdao no numero de conjuntos. Fica para os exer-
cicios escrever a prova. ]

A proposicdo abaixo é conhecida como Regra do Produto ou Principio Multi-
plicativo. Mas na verdade nédo é nenhum dos dois, € uma proposi¢io que decorre
do Principio de Inducéo.

Proposicao 1.2.4. (Regra do Produto). Se A e B sdo conjuntos finitos, |A x B| =
Al - |B.

Demonstracdo. Se (pelo menos) um dos conjuntos € vazio, o resultado é imediato.
Logo, assumamos que A e B sdo ambos nio vazios.
A ideia da prova é fazer uma inducgao dentro de outra inducdo. Vejamos.
Primeiro, consideremos o caso em que o conjunto A é unitario, ou seja, |A| = 1.
Faremos inducéo para provar que o resultado vale para qualquer valor de |B|.
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Para |B| = 1, temos que |A x B| é um conjunto unitario. Isso se deve ao fato que
A = {a} e B = {b}. Portanto, s6 ha um elemento em A x B, que é o elemento
(a,b). Isso completa a base de inducao.

Suponha que o resultado seja valido para um valor k. Ou seja, se |[A| = 1 e
|B| = k, entao |A x B| = k. A partir disso, vamos provar que o resultado também
deve para valer para k£ + 1. Sejam, portanto, A um conjunto unitario e B um
conjunto com k + 1 elementos. Como B tem k + 1 elementos, podemos escrever
B =CUD, onde C = {c} é um conjunto unitario, |D| = k, e C' e D sé@o conjuntos
disjuntos.

Nao é dificil verificar que, se Y e Z sdo conjuntos disjuntos quaisquer, entao
Xx(YUZ)=(XxY)U(X x Z), sendo que os conjuntos X x Y e X x Z também
sdo disjuntos, veja o Exercicio 1.2.6.

Usando a observacdo acima, como os conjuntos C' e D sdo disjuntos, deduzi-
mos que

AxB = Ax(CUD) = (AxC)U(Ax D).

Como A x C'e A x D sao disjuntos, pela Proposicao 1.2.2, temos que
[Ax Bl = [[AxC)U(AxD)| = |[AxC|+|Ax D]|.

Como A e C sdo unitéarios, pela base de indugéo, temos que |A x C| = 1. Além
disso, como |A| = 1 e |D| = k, pela hipétese de inducédo, temos que |A x D| = k.
Assim, concluimos que |A x B| = k+ 1, o que termina o passo indutivo. Portanto,
aplicando o Principio de Inducéo, concluimos que, se |A| = 1 e |B| € N, entéo
|A x B| =|A| x |B|.

A seguir, faremos induc¢éo na cardinalidade do conjunto |A| supondo que a
cardinalidade de B é qualquer (finita). Pela inducéo anterior, se |A| = 1, temos
que |A x B| = |B|, qualquer que seja B conjunto finito. Assim, ja temos a base de
inducao.

Assuma que, para um certo k£ natural, se |A| = k, entdo |A x B| = |A| - |B|,
qualquer que seja B conjunto finito. Esta é nossa hipétese de inducéo. Facamos
0 passo indutivo. Sejam A um conjunto com k + 1 elementos e B um conjunto
finito.

Como A tem k + 1 elementos, entdo A = A" U {a},coma ¢ A’ e |A'| = k. Dai,

[Ax B = [(A"U{a}) x B| = [(A"x B)U ({a} x B)|
= |A"x B + [{a} x B|,
onde na ultima igualdade usamos a Regra da Soma (fica para o leitor verificar
que A’ x B e {a} x B séo conjuntos disjuntos). Como {a} é unitario, pela base de

inducdo temos que |{a} x B| = |B|. Como A’ tem k elementos, pela hipétese de
inducéo, temos que |A’ x B| = k|B|. Assim,

|Ax B| = k|B[+[B| = (k+1)-[B|] = [A]-|B].

Portanto, pelo Principio de Inducéo, temos que |A x B| = |A| - | B| para quaisquer
conjuntos finitos A e B, concluindo a demonstracéo. O
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Generalizando, vale que

Proposicao 1.2.5. Se A,,..., A, sdo conjuntos finitos, entdo |A; x --- x A,| =
|A1] X -+ X |4y

Demonstracdo. Basta fazer inducdo no nimero de conjuntos. Fica para os exer-
cicios escrever a prova. [

Voltaremos a falar sobre a Regra do Produto na Secao 2.1.

Exercicios

Exercicio 1.2.1. Os ciclistas tém aversio ao nimero zero (porque é oval) e ao
numero oito (porque assim ficam as rodas apds os acidentes). Quantos sécios
podem se inscrever num clube de ciclistas se cada um deve possuir uma identifi-
cacao de trés digitos, sem usar o digito zero nem o digito oito?

Exercicio 1.2.2. Quantos sédo os gabaritos possiveis de um teste de 10 questdes
de multipla escolha, com cinco alternativas por questao?

Exercicio 1.2.3. Quantos sdo os numeros de até 3 digitos que ndo possuem o
zero?

Exercicio 1.2.4. O cédigo Morse usa “palavras” contendo de 1 a 4 “letras”, sendo
que cada “letra” é um ponto ou um traco. Quantas palavras existem no cédigo
Morse?

Exercicio 1.2.5. Quantas vezes o digito zero aparece quando escrevemos os nu-
meros de 1 a 222.222?

Dica: Conte quantas vezes o zero aparece nas unidades, quantas vezes aparece
nas dezenas, etc., e some tudo.

Exercicio 1.2.6. Sejam X, Y e Z conjuntos quaisquer, sendo que Y e Z sdo
disjuntos. Mostre que

(a) X xY e X x Z sao disjuntos.
b) Xx(YUZ)=(XxY)U(X x Z).

Exercicio 1.2.7. Escreva com detalhes a demonstracéo por inducéo da Proposi-
cao 1.2.3.

Exercicio 1.2.8. Escreva com detalhes a demonstracéo por inducéo da Proposi-
cao 1.2.5.
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1.3 Bijecoes e Cardinalidade

Reiterando o que foi dito na secdo anterior, usaremos a notacdo | - | para car-
dinalidade. Por exemplo, se A = {a,b,c}, entdo |A| = 3. Dado um conjunto A,
usaremos Z?(A) para denotar o conjunto das partes de A, que é o conjunto de
todos os subconjuntos de A. Por exemplo, para A = {a, b, ¢}, temos que

2(4) = {@.{a}.{b}{c}. {a.b} {a,c} {b.c}. 4}
Proposicao 1.3.1. Se f: A — B é uma bijecdo, entdo |A| = |B).

Demonstragdo. Suponha que |A| = n. Logo, existe uma bijecdo h: A — {1,...,n},
o que implica que hof~': B — {1,... ,n} também é bijecao. Portanto, |B| =n. [

Digamos que desejemos saber a cardinalidade de um conjunto A. Através da
Proposicédo 1.3.1, se soubermos uma bijecao entre os conjuntos A e B, e souber-
mos contar os elementos de B, entdo saberemos quantos sdo os elementos de A.
Esta é uma técnica basica de contagem que sera usada muitas vezes no decorrer
deste livro.

Usando a nocéo de bijecdo podemos aplicar a Regra do Produto a certos pro-
blemas ainda que o conjunto a ser contado néo seja um produto cartesiano de
conjuntos. Eis um exemplo classico:

Exemplo 1.3.2. Mostremos que, se |A| = n, entdo P(A) = 2". Para cada sub-
conjunto de A, associamos uma sequéncia de 0’s e 1’s, onde uma entrada 1 na
k-ésima entrada significa que o k-ésimo elemento de A estd presente no sub-
conjunto correspondente a sequéncia, e uma entrada 0 significa que o elemento
nao estd presente. Logo, temos uma bijecdo f: P(A) — {0,1}". Portanto, |A| =
2x2x---x2=2"pela Regra do Produto.

Observacao 1.3.3. Tendo como motivacao o resultado do Exemplo 1.3.2, é co-
mum usar a notacéo 24 para o conjunto das partes.

Exercicios

Exercicio 1.3.1. Uma formiga sai do vértice A e anda até chegar em algum dos
extremos de uma trilha que se bifurca 4 vezes, sem nunca passar por um ponto
previamente percorrido, veja a Figura 1.5. Quantos sdo os possiveis caminhos
que a formiga pode realizar? Apresente uma solucdo usando bijeciao e Regra do
Produto.

Exercicio 1.3.2. Quantos divisores (naturais) possui o inteiro 360? Quantos sdo
pares?

Exercicio 1.3.3. Quantos séo os divisores naturais do nimero ¢ = p{" ---p}*,
onde py, ..., p; sdo primos distintos e oy, . .., o, sdo inteiros ndo-negativos?

Exercicio 1.3.4. Sejam A e B conjuntos tais que |A| = n e | B| = k. Quantas séo
as fungoes f: A — B? Quantas sdo as fungdes f: A — A?
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Figura 1.5. Trilha que comeca no ponto A.

1.4 Relacoes

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Uma relacdo bindria R em A x B é um
subconjunto de A x B. Embora possa parecer uma definicdo simples, até mesmo
sem graca, a no¢do de relacdo é fundamental em Matematica, e serve como base
para diversas defini¢oes, ferramentas, resultados e formalizacdes.

Exemplo 1.4.1. Sejam A = {a,b,c} e B = {1,2,3}. O conjunto

R = {(a,1),(a,2),(c,3)}
é uma relacdo em A x B.

Note que uma relacio binaria, sendo um subconjunto de A x B, é um conjunto
de pares ordenados. Nada impede que os conjuntos A e B sejam muito grandes
ou infinitos. No caso em que A e B séo conjuntos finitos (e ndo muito grandes!),
frequentemente é 1util representar uma relacdo usando pontos e flechas, o que
ajuda na visualizacdo, no aprendizado, e a obter intuicoes. Por exemplo, a rela-
cao binaria do Exemplo 1.4.1 pode ser representada através da Figura 1.6.

A B

T

Figura 1.6. Exemplo de relacdo R em A x B.

Eis uma utilidade basica da nocédo de relacdo binaria: definir de maneira
rigorosa a nocao de funcio.
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Definicao 1.4.2. Uma funcéo f: A — B é uma relacéo bindria R em A x B tal
que, para cada a € A, existe um dnico b € B tal que (a,b) € R.

Note que a relacdo R do Exemplo 1.4.1 ndo é uma funcdo. O elemento b € A
nao esta associado a nenhum elemento de B e, além disso, o elemento a € A esta
associado a dois elementos diferentes em B.

Quando A = B = X, dizemos apenas que R é uma relacdo em X, omitindo o
termo bindrio, pois relacoes binarias sdo as mais comuns (nos exercicios desta se-
cao veremos relacoes unitarias, ternarias, etc.). Além disso, como ha apenas um
conjunto envolvido, podemos dispensar as regides delimitando conjuntos como
havia na Figura 1.6. Basta dispor os pontos no plano de maneira arbitraria e
desenhar as flechas que correspondam a pares ordenados, sendo a fecha deve
sair da primeira entrada do par ordenado e apontar para a segunda entrada
do par ordenado. Por exemplo, a relacdo R em X = {1,2 3,4} definida por
R = {(1,4),(2,2),(2,4),(4,2)} pode ser representada como vemos na Figura 1.7.

4 3

0

Figura 1.7. Exemplo de relacdo R no conjunto X.

A seguir, listamos os principais tipos de relagdo. Uma relagdo R em X é dita
reflexiva se, para todo = € X, vale que (z,z) € R. Por exemplo, a relacdo R em
X ={1,2,3,4} dada por R = {(1,1),(1,4),(2,2),(3,3),(2,4),(4,4)} é reflexiva.
Conforme mostra a Figura 1.8, de cada ponto sai uma flecha que volta para o
ponto. Chamaremos este tipo de flecha de laco.

SNEe
SN

Figura 1.8. Exemplo de relacéo reflexiva: em cada
ponto ha um laco.

Uma relacdo R em X é dita antirreflexiva se, para todo r € X, vale que
(x,z) ¢ R. Em outras palavras, uma relacdo é antirreflexiva se ndo contém
lacos. Por exemplo, a relacdo R em X = {1,2, 3,4} definida por

R={(z,y) eXxX:|ly—z|=1ley+#3}
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= {(1,2),(2,1),(3,2),(3,4)}

é antirreflexiva, veja a Figura 1.9 para uma ilustracao.

4 3

Figura 1.9. Exemplo de relacdo antirreflexiva: nao
ha lacos.

Note que uma relacéo pode nao ser reflexiva nem antirreflexiva. Por exemplo,
a relacao da Figura 1.7 ndo é antirreflexiva, pois contém um laco, mas também
nao é reflexiva, pois ndo contém todos os lacos.

Uma relacdo R em X é dita simétrica se (a,b) € R implica em (b,a) € R. Em
outras palavras, uma relagao é simétrica se, sempre que ha uma flecha saindo
de um ponto e chegando em outro ponto distinto, a flecha no sentido contrario
também esta presente. Por exemplo, a relacdo R em X = {1,2,3,4} definida por

R = {(z,y) € X x X : mde(z,y) > 1} = {(2,2),(2,4),(4,2),(3,3),(4,4)}

é simétrica, veja a Figura 1.10 para uma ilustracdo. Note que se uma relacio
é simétrica, entdo, em sua representacdo grafica, um ponto pode ter um laco ou

-

Figura 1.10. Exemplo de relagdo simétrica.

Uma relacdo R em X é dita antissimétrica se (a,b) € R e a # b implicam em
(b,a) ¢ R. Em outras palavras, uma relacdo é antissimétrica se, sempre que ha
uma flecha saindo de um ponto e chegando em outro ponto distinto do ponto de
saida, a flecha no sentido contrario néo estara presente. Por exemplo, a relacéao
Rem X = {1,2,3,4} definida por

R ={ryeXxX y=r+louzr=y=4}
= {(1,2),(2,3),(3,4), (4,4)}
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é antissimétrica, veja a Figura 1.11 para uma ilustracio. Note que se uma rela-
cao é antissimétrica, entdo, em sua representacio grafica (caso tenha uma), um

ponto pode ter um laco ou néo.
4 3
(=

N

lo—>—e2

Figura 1.11. Exemplo de relacdo antissimétrica.

Uma relacdo R em X é dita transitiva se (a,b) € R e (b,c) € R implicam em
(a,c) € R. Graficamente, uma relacéo é transitiva se, sempre que ha uma flecha
saindo de um ponto a e chegando em b, e ha uma flecha saindo de b e chegando em
¢, a flecha saindo de a e chegando em c estara presente. Por exemplo, a relacao
Rem X = {1,2,3,4,5,6} definida por

R = {(z,y) € X x X : < yeuxz,ytém a mesma paridade }
= {(1,3)7(3,5),(1,5),(2,4>,(4,6),(2,6)}

é transitiva, veja a Figura 1.12 para uma ilustracéo.

1 3 3
2 4 6

Figura 1.12. Exemplo de relagdo transitiva.

Relacoes sdo onipresentes em Matematica. Vejamos alguns exemplos classi-
Cos.

Exemplo 1.4.3. A relacdo < no conjunto dos nimeros reais R é uma relacao
antirreflexiva, antissimétrica e transitiva. De fato, para qualquer x € R, é falso
que r < r, logo a relacao é antirreflexiva. Sejam = # y. Se x < y, entao é falso
que y < z, logo a relacdo é antissimétrica. E se z < y e y < z, entdo é verdade
que r < z, logo a relacdo é transitiva. Notemos nao ser possivel representar
graficamente esta relacdo, pois o conjunto R é infinito.

O leitor talvez tenha pensado haver uma redundancia no Exemplo 1.4.3
quando tratamos da antissimetria. Afinal, se vamos considerar x < y, por que
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comecar supondo que = # y? Parece desnecessario. E de fato é, mas isso acon-
tece apenas quando a relacdo em questdo é antirreflexiva. Experimente analisar
a relacdo < em R e veja que neste caso é indispensavel comecar supondo = # y
para provar a antissimetria.

Exemplo 1.4.4. A relacdo C no conjunto das partes® Z2(U) de um conjunto U é
uma relacdo reflexiva, antissimétrica e transitiva. De fato, para todo A subcon-
junto de U, vale que A C A, logo a relacéo é reflexiva. Se A # B sdo subconjuntos
de U tais que A C B, entdo concluimos que B ¢ A, logo a relacéo é antissimé-
trica. Ese AC Be B C (), entao A C C, logo a relagdo é transitiva. Novamente
nédo é possivel representar graficamente esta relacao, pois o conjunto U nem se-
quer foi fixado.

Observacao 1.4.5. Seja R uma relacdo. Muitos livros escrevem aRb para de-
notar (a,b) € R. Tal notacdo é motivada pelo fato de muitas relacdes famosas
serem escritas de maneira similar como, por exemplo, 2 <5, AC B,3<3,0=0.

Exercicios

Exercicio 1.4.1. No texto, definiu-se funcéo através da nocao de relacdo. Faca o
mesmo com funcéo injetiva, funcéo sobrejetiva e funcao bijetiva (no estilo “uma
funcéo injetiva f: A — B é uma relacdo binaria R em A x B tal que...”). Ilustre
tais nogdes em termos de uma representacéo grafica similar a da Figura 1.6.

Exercicio 1.4.2. Considere a relacdo R = {(a,b) € ZxZ: (a>0eb<0)ou (a<
0Oeb > 0)} Classifique esta relacido como simétrica, antissimétrica, reflexiva,
antirreflexiva e/ou transitiva.

Exercicio 1.4.3. Um relagdo unitdria ‘R num conjunto A é um subconjunto R C
A. Uma relacéo unitaria é chamada de propriedade. Vocé consegue explicar em
palavras o porqué disso? Ilustre isso usando a nocéo de nimeros primos.

Exercicio 1.4.4. Uma relacdo n-aria R em A; x --- X A, é um subconjunto R C
A x -+ x A,. Quando A; = A, = --- = A, = X, dizemos apenas que X é
uma relacdo n-aria R em X. Usando a Figura 1.13 para ter ideias, crie uma
representacdo grafica para relacédo ternaria R = {(a,d,e), (b,c,e)} no conjunto
X ={a,b,c,d,e, f}.

Atencao: a representacio grafica que vocé imaginar deve determinar cada trio
(x,y, z) de maneira unica.

30 conjunto das partes de U é o conjunto de todos os subconjuntos de U.
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d e f
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
a b c

Figura 1.13. Desenhe uma representacdo grafica
para a relacdo ternaria R = {(a,d, ¢), (b,c,e)}.

Exercicio 1.4.5. Seja R uma relacéo binaria em X. Definimos a relagdo inversa
R~! como

Rt = {(y,:c) : (x,y)ER}.

Considere também outra relacdo S em X. Prove ou dé um contraexemplo:*
(@ (R =R.

(b) (RUS)'=R'NnS L.

() (RUS)T=R1TUuS™

(d) SeR cC S,entao S™' Cc R7L.

(e) SeRC S,entao R c S L

Exercicio 1.4.6. Denotamos Idx a relagdo em X dada por Idx = {(z,z) : =z €
X'}, que é usualmente chamada de relag¢do identidade. Por exemplo, ilustramos
na Figura 1.14 a relacéo identidade Idx para X = {1,2,3,4}.

Figura 1.14. Exemplo de relagdo identidade Idx. Ha
apenas lacos.

(a) Mostre que R é reflexiva se, e somente se, Idx C R.

(b) Mostre que R é antirreflexiva se, e somente se, Idx "R = @.

4Um contraexemplo é um exemplo que mostra que a afirmacéo é falsa.
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Exercicio 1.4.7. Dizemos que a divide b se a # 0 e existe ¢ tal que b = ac.
Para denotar que a divide b, escrevemos a|b. Considere a relacdo R definida por
(a,b) € R se, e somente se, a|b. Mostre que R é antissimétrica se considerarmos
o conjunto dos nimeros naturais, mas néo é antissimétrica se considerarmos o
conjunto dos nimeros inteiros.

Exercicio 1.4.8. Seja R uma relacdo no conjunto X e reveja a definicdo de R !
no Exercicio 1.4.5 e também a definicédo de Idx no Exercicio 1.4.6.

(a) Mostre que R é simétrica se, e somente se, R = R .
(b) Mostre que R é antissimétrica se, e somente se, RN R ! C Idx.

Exercicio 1.4.9. Seja R uma relacdo em X. A menor relacio reflexiva que con-
tém R é o chamado fecho reflexivo® de R. A menor relacdo simétrica que contém
R é o chamado fecho simétrico de R. A menor relacdo simétrica e reflexiva que
contém R é o chamado fecho simétrico reflexivo de R. Em termos de R, Idx e
R, determine

(a) O fecho reflexivo de R.

(b) O fecho simétrico de R.

(c) O fecho simétrico reflexivo de R.

Dica: pense na representacio grafica para ter a intuicdo. O que precisamos
desenhar para que uma relacéo se torne reflexiva? Para que se torne simétrica?

Para que se torne simétrica e reflexiva?

Exercicio 1.4.10. Seja R uma relacao binaria em A x B e S uma relacio binaria
em B x C. Definimos a composicdo S o R como a relacdo em A x C definida por

SoR = {(z,2) : Jye Btalque (z,y) e Re(y,z) €S}.

No caso em que R é uma relacdo em X, definimos R™ =RoRo---0oR,onde R
aparece n vezes no lado direito da igualdade anterior.

(a) Reveja a definicdo de Idx dada no Exercicio 1.4.8. Seja R uma relagao em X.
Determine R o Idx e também Idx o R.

5Quando dizemos “a menor relacéo reflexiva S que contém R” queremos dizer que S é uma
relacédo reflexiva tal que R C S e que, se 7 é uma relacdo reflexiva tal que R C 7, entdo S C 7.
O enunciado para fecho simétrico é andlogo. Alids, aproveitamos para comentar que este termo
fecho aparece em diferentes contextos em Matematica. H4 sempre uma propriedade envolvida
(simetria, reflexividade, transitividade, convexidade, entre inumeras outras), e o fecho associado
a propriedade tem definicdo similar: é o menor conjunto que contém o conjunto dado e que tem
a tal propriedade.
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(b) Para a relacdo R em X = {1,2,3,4,5} ilustrada na Figura 1.15, determine
RA RGO RW e RO,

Wv*-

1 2 3 4 5!
Figura 1.15. Relacdo R em X = {1,2,3,4,5}.

(c) Dé uma interpretagéo para R* := (Jo-, R™.

Exercicio 1.4.11. Seja R uma relacdo em X que é uma funcio.
(a) Mostre que se R é reflexiva, entao R = Idx.

(b) Mostre que se R é simétrica, entdo R® = Idix.

Exercicio 1.4.12. Seja R uma relacido binaria em A x B e S uma relacéo binaria
em B x C. Suponha que R corresponda a uma funcéo f e S corresponda a uma
funcéo g. Mostre que R o S corresponde a fungao composta g o f.

Observacao: o enunciado esta correto. A ordem certa é g o f como escrito, e ndo
fog.

Exercicio 1.4.13. Seja R uma relacdo no conjunto X.
(a) Mostre que R é transitiva se, e somente se, R o R C R.

(b) Reveja a definicdo de R no Exercicio 1.4.10. Mostre que
R = | JR™
n=1

é uma relacdo transitiva que contém R.

(c) Mostre que R* é a menor relacdo transitiva que contém R (e, por isso, é
chamada de fecho transitivo de R).

(d) Defina, usando o bom senso, o que é o fecho reflexivo transitivo de uma rela-
cdo R. Determine quem é o fecho reflexivo transitivo de uma relacédo R.

1.5 Relacoes de Equivaléncia

A seguir, vejamos um tipo de relacdo importantissima em Matematica, que sera
usada no Capitulo 2 para realizarmos contagens diversas.

Definicao 1.5.1. Uma relacdo de equivaléncia R em um conjunto X é uma re-
lagao reflexiva, simétrica e transitiva.
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Em outras palavras, conforme as definigoes da Secdo 1.4, uma relacdo de
equivaléncia é um subconjunto R C X x X satisfazendo as seguintes condicées:

(a) (Reflexividade) Para todo a € X, vale que (a,a) € R.
(b) (Simetria) Se (a,b) € R, entédo (b,a) € R.
(¢) (Transitividade) Se (a,b) € R e (b,c) € R, entéo (a,c) € R.

Se (a,b) € R, escrevemos simplesmente a ~ b, sendo que este simbolo ~ é usual-
mente reservado a relagoes de equivaléncia. Assim, com esta notacao ~, pode-
mos reescrever a definicdo acima da seguinte maneira. Diremos que uma relagdo
de equivaléncia é um subconjunto R C X x X satisfazendo as seguintes condi-
coes:

(a) (Reflexividade) Para todo a € X, temos que a ~ a.
(b) (Simetria) Se a ~ b, entdo b ~ a.
(¢) (Transitividade) Se a ~be b~ ¢, entdo a ~ c.

Fixado a € X, o conjunto {b € X : b ~ a} é chamado de classe de equivaléncia
de a, sendo usualmente denotado por [a]. Observe que todo elemento pertence a
alguma classe de equivaléncia, ja que todo elemento é equivalente a si proprio.
Por exemplo, a relacdo R em X = {1,2,3,4,5} dada por

R = {(z,y) € X x X : 2 divide y — z}

é uma relacdo de equivaléncia. Para verificar isso, nao é preciso listar todos os
elementos de R. Basta notar que 2 divide a diferenca y — x se, e somente, x e y
séo ambos pares ou ambos impares. Com essa observacao, fica facil verificar as
propriedades. Como = tem a mesma paridade de si mesmo, a relagao é reflexiva.
Sejam x # y. Se x tem a mesma paridade de y, entdo y tem a mesma paridade
de z, logo a relacdo é simétrica. Se x tem a mesma paridade de y, e y tem a
mesma paridade de z, entdo = tem a mesma paridade de z e, portanto, a relagdo
é transitiva. Veja na Figura 1.16 uma representacao grafica desta relacio.

Figura 1.16. Exemplo de relacdo de equivaléncia R
em X = {1,2,3,4,5}.
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Pensando na representacido grafica, todos as conexdes possiveis estdao pre-
sentes dentro de cada classe de equivaléncia. Assim, podemos interpretar uma
relacdo de equivaléncia como uma separacdo em grupos disjuntos, ou como uma
“classificacdo”. Esta ideia de que cada relacédo de equivaléncia R em X esta uni-
camente associada a uma particdo de X é enunciada de maneira rigorosa na
proxima proposicdo. Por particdo de um conjunto X entendemos uma colegao
{A\}en de subconjuntos de X tal que:

¢ Estes subconjuntos sdo disjuntos, ou seja, se A # X, entdo Ay, N Ay = 2.

* A unido de todos estes subconjuntos é X, ou seja,

X = UAA.

AEA

Acima, A representa um conjunto de indices qualquer. Que pode ser, por exem-
plo, N, Z, R, um conjunto finito, etc.

Proposicao 1.5.2. Seja R uma relacdo de equivaléncia no conjunto X. Entdo o
conjunto das classes de equivaléncia constituem uma particdo de X, ou seja,

(a) Dadas duas classes de equivaléncia quaisquer [x] e [y], entdo, ou [x] N [y] = &,

ou [z] = [y].
®) |J]=X.

Reciprocamente, se duas relacées de equivaléncia R, e R, em X determinam uma
mesma particdo, entdo R, = Rs.

Finalmente, cada particdo de X tem uma relacdo de equivaléncia associada
a ela.

Demonstragdo. Para o item (a), basta mostrar que se [z]|N[y] # &, entdo [z] = [y].
Bem, se [z] N [y] # @, entdo existe um elemento a € [z] N [y]. Pela defini¢ao de
classe de equivaléncia, a ~ x. Mostremos que [z] C [y]. Se b € [z], entdo b ~ z.
Como a ~ z, pela simetria, = ~ a. Logo, pela transitividade, b ~ a. Como a € [y],
temos que a ~ y. Logo, pela transitividade, b ~ y, que implica em b € [y]. Ou
seja, [z] C [y|. A prova de que [z]| D [y] é andloga. Assim, concluimos que [z] = [y].

O item (b) é imediato da reflexividade: para todo x € X, temos que z € [z].
Portanto, U,cx [r] C X. Mas temos também que U,cx|[z] D X, logo U,cx[z] = X.

Cada elemento da particdo corresponde a uma classe de equivaléncia. Logo,
se duas relacoes de equivaléncia tém as mesmas particoes, elas sdo iguais.

Por fim, considere uma particdo de X, ou seja, considere uma colegcdo de
conjuntos disjuntos Ay com )\ € A tal que Uycp Ay = X. Dados z,y € X, defina
x ~ y se x ey pertencem a um mesmo conjunto A,. Fica para o leitor verificar
que isso define uma relacéo de equivaléncia. H



1.5. Relacoes de Equivaléncia 27

Observacao 1.5.3. Dada uma relagdo de equivaléncia R em um conjunto X,
denotaremos por X /R o conjunto de suas classes de equivaléncia. Assim, usa-
remos | X /R| para denotar a quantidade de classes de equivaléncia. Quando a
relacdo de equivaléncia é representada pelo simbolo ~, também é usual denotar
o conjunto das classes de equivaléncia e a quantidade de classes de equivaléncia
por X /~ e | X /~|, respectivamente.

Para ilustrar a Proposicdo 1.5.2, apresentamos um exemplo bem simples. Se
quisermos classificar o conjunto de pessoas X = { Torquato, Ana, Igor, Joana,
Gabriela, Elias } de acordo com o nimero de vogais no nome, notamos que 0
numero de vogais no nome caracteriza uma relacio de equivaléncia. Vejamos:
cada pessoa r tem o mesmo nimero de vogais no nome que ela prépria. Se z
tem o mesmo numero de vogais no nome que y, entdo y tem o0 mesmo nimero de
vogais no nome que z. E, se  tem o mesmo nimero de vogais no nome que y, e y
tem o0 mesmo numero de vogais no nome que z, entdao r tem o mesmo nimero de
vogais no nome que z. Deste modo, podemos considerar a relacdo de equivaléncia

R = { Igor, Igor), (Igor, Ana), (Ana, Igor), (Ana, Ana),

Joana, Joana), (Joana, Elias), (Elias, Joana), (Elias, Elias),

1.4
Gabriela, Gabriela), (Gabriela, Torquato), (14

(
(
(
(Torquato, Gabriela), (Torquato, Torquato)} :

Entretanto, esta forma de descrever uma relacdo de equivaléncia é pouco pra-
tica para os fins que desejamos. Usando a Proposicdo 1.5.2, podemos também
caracterizar uma relacao de equivaléncia através de uma particdo do conjunto
em questao, onde cada elemento da particdo é uma classe de equivaléncia. Por
exemplo, para a relacdo de equivaléncia anterior, teriamos:

X/R = { {Igor,Ana}, {Joana, Elias}, { Gabriela, Torquato } } . (1.5)

Poderiamos também representar R graficamente como ilustrado na Figura 1.17
a seguir.

Ana Joana Torquato
Igor Elias Gabriela

Figura 1.17. Representacédo grafica da relacao de
equivaléncia R (especifica para relacoes de equiva-
léncia).

Observe que na relacdo de equivaléncia R acima ha trés classes de equiva-
léncia, cada uma com dois elementos, e que | X| = 6. Isso nos leva a pensar na
préxima proposicao.
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Proposicao 1.5.4. Seja X um conjunto finito munido de uma relacdo de equi-
valéncia R. Se todas as classes de equivaléncia tém cardinalidade k, entdo o

. . X
numero de classes de equivaléncia é dado por | X /R| = |_l<:|
Demonstragdo. Sejam [a4],...,[a/] todas as classes de equivaléncia de R, onde

¢ =|X /R|. Em outras palavras, ndo ha repeticoes nessa lista, e nessa lista cons-
tam todas as possiveis classes de equivaléncia. Como classes de equivaléncia
distintas sdo disjuntas, pela Regra da Soma,

x| = \O[aﬂ

j=1

¢

= lajl] = > k = k.

j=1

X
Como ¢ = | X /R|, concluimos que | X /R| = % O
A despeito de sua simplicidade, a Proposicdo 1.5.4 sera muito 1til nas conta-
gens do Capitulo 2. Ressaltamos que esta proposicéo é valida no caso da relacao
de equivaléncia ter todas as suas classes de equivaléncia com a mesma quanti-

dade de elementos, 0 que nem sempre acontece.

Exercicios

Exercicio 1.5.1. Descreva paridade no conjunto X = {1,2,3,4,5,6} como rela-
cdo de equivaléncia em cada uma das trés maneiras citadas no texto.

Exercicio 1.5.2. Considere a relacio R no conjunto Z dada por
R = {(a,b)€ZxZ:(a>0eb>0)ou(a<0eb<0)}.

Classifique esta relacdo como simétrica, antissimétrica, reflexiva, antirreflexiva,
transitiva e/ou de equivaléncia.

Exercicio 1.5.3. Descreva uma relacédo de equivaléncia no conjunto X = {Joao,
Ana, Pedro, Paulo, Hugo, Tatiana, Elias, Ricardo, José, Amanda, Tertuliano e
Francisco} que separe os nomes de acordo com o nimero de vogais. Quantas séo
as classes de equivaléncia?

Exercicio 1.5.4. De quantas maneiras podemos escolher duas pessoas de um
grupo de n pessoas? Use pares ordenados e depois uma relacéo de equivaléncia
(sobre o conjunto de pares ordenados).

Exercicio 1.5.5. De quantas maneiras podemos separar um grupo de 4 pessoas
em dois grupos de 2 pessoas? Use quadruplas ordenadas e depois uma relacao
de equivaléncia (sobre o conjunto de quadruplas ordenadas).

Exercicio 1.5.6. Uma relacdo de equivaléncia R pode ser uma funcao? Sob
quais condicoes?
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Exercicio 1.5.7. Encontre a falha na prova a seguir da afirmacgao “se R é uma
relacdo em X que é simétrica e transitiva, entdo R é uma relacdo de equivalén-
cia”.

Sejam z,y € X tais que (z,y) € R. Pela simetria, concluimos que (y,z) € R.
Dai, pela transitividade, concluimos que (z,z) € R e, portanto, a relagdo R €
reflexiva. Ou seja, é uma relacio de equivaléncia, pois ja tinhamos simetria e
transitividade.

Depois de encontrar a falha no argumento acima, dé um exemplo de uma

relacdo que é simétrica e transitiva, mas néo é uma relacdo de equivaléncia.

Exercicio 1.5.8. Seja U um conjunto. Para A, B C U, defina A ~ Bse (A— B)U
(B — A) for um conjunto finito. Mostre que ~ é uma relacdo de equivaléncia nos
subconjuntos de U.

Exercicio 1.5.9. Sejam a,b € Z. Escrevemos a|b para dizer que a divide b. Seja
p um numero natural. Definimos a relacdo de congruéncia médulo p em Z por
a = b mod p se p|la — b (dizemos, neste caso, que a é congruente a b modulo p).

(a) Mostre que a = b mod p se, e somente se, a e b deixam o mesmo resto quando
divididos por p.

(b) Mostre que a congruéncia moédulo p é uma relacédo de equivaléncia.
(c) Quantas sédo as classes de equivaléncia na congruéncia médulo p?

Exercicio 1.5.10. Seja X um conjunto finito com n elementos munido da relagao
de equivaléncia R. Prove que

"L A
x/r| = 30

k=1

onde 4, = {z € X : |[z]| = k}, 0 que generaliza a Proposi¢éo 1.5.4.

Dica: a notacio talvez tenha inibido o leitor. Entretanto, o exercicio é mais facil
do que parece. Basta separar as classes de equivaléncia por tamanho.

1.6 Probabilidade (espacos equiprovaveis)

Seja 2 um conjunto finito que representa o conjunto de possiveis resultados de
um sorteio. Por exemplo, para o lancamento de um dado, seria natural escolher
Q= {1,2,3,4,5,6}. Para o lancamento de uma moeda honesta, seria natural
escolher ) = {cara, coroa}. Definimos a probabilidade de um conjunto A C 2 por

_ A

= (1.6)
1]

P(A)
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Em outras palavras, definimos a probabilidade de um conjunto (também cha-
mado de evento) como a razdo entre o nimero de casos favoraveis e o nimero
total de casos (também conhecida como probabilidade de Laplace.

Nem sempre esta definicdo dada por (1.6) é adequada. Imagine, por exemplo,
uma moeda desonesta, ou seja, uma moeda cuja probabilidade de mostrar cara
ao ser lancada € p e cuja probabilidade de mostrar coroa é 1 — p, sendo p € [0,1] e
p # 1/2. Neste caso, a defini¢do acima néo se aplica.

Outro exemplo onde a definicdo de probabilidade acima néo se aplica é o caso
2] = co. Se tentassemos aplicar a definicdo acima nesta situacdo, sendo A é um
conjunto finito, teriamos P(A) = 0. Sendo A um conjunto com um nimero infinito
de elementos, entao teriamos P(A) = % = % que nos da uma indeterminacédo. E
néo é dificil de se deparar com um modelo no qual 2 é um conjunto infinito. Por
exemplo, joguemos uma moeda honesta repetidamente e observemos o nimero
de vezes necessario para se observar cara pela primeira vez. Este numero é
aleatodrio e pertence ao conjunto N = {1,2,3,...}, que € infinito.

Resumindo, a probabilidade de Laplace se aplica apenas a casos com um nu-
mero finito de possiveis resultados, e também é necessario assumir que todos os
resultados tenham a mesma chance de ocorrer.

Salvo mencdo em contrario, a probabilidade em um certo problema sera a
probabilidade de Laplace definida em (1.6), também chamada de probabilidade
equiprovdvel. No Capitulo 5 veremos a definicdo moderna de probabilidade, que
se aplica a moedas desonestas e muito mais. Até 14, usaremos apenas a definicédo
acima. Vejamos um exemplo para clarear ideias:

Problema 1.6.1. Dois dados sao lancados. Qual é a probabilidade de que a soma
dos dados seja igual a 2?

Interpretacdo e bom senso sédo ferramentas importantes em problemas envol-
vendo probabilidade. Para comecar, vejamos uma solucdo equivocada do pro-
blema acima:

“A soma dos dados pode ser qualquer nimero no conjunto {2,...,
12}, logo, Q2 = {2,...,12}. Queremos a probabilidade de sair 2, ou
seja, queremos saber a probabilidade do conjunto unitdrio A = {2}.
Usando a defini¢cdo (1.6), temos que P(A) = % =L
O valor acima obtido, 1/11, é incorreto. Podemos ter uma intuigao disso pelo
seguinte argumento. Para se obter um resultado igual a 2, ha apenas uma pos-
sibilidade, que ambos os dados mostrem 1. Por outro lado, para se obter um
resultado 7, digamos, os dados podem mostrar varios valores diferentes: um
dado pode mostrar 1 e o outro 6, um dado pode mostrar 2 e o outro 5, etc. Ou-
tra maneira de argumentar que 1/11 ndo é a resposta do problema é fazer um
teste pratico: lancemos muitas vezes dois dados, e facamos uma tabela com os
resultados da soma das faces observadas. Jogar dados seguidamente pode ser
cansativo. Assim, usemos de computacio para “lancar os dados”.
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Por exemplo, podemos usar alguma pagina na internet sobre simulacoes,
como ou , ou algum programa como R, Maple, Mathe-
matica, ou mesmo uma calculadora cientifica. No caso de uma calculadora cien-
tifica, ha um botéo geralmente chamado de RND (abreviacéo de random), o qual
fornece um numero aleatério entre 0 e 1. Para usar este resultado para simular
lancamento de um dado, olhe para primeira casa apods a virgula: se o digito ali
estiver entre 1,...,6, use este digito como o resultado do dado. Caso contrario,
se o digito for 0, 7, 8 ou 9, descarte o resultado e aperte o botdo novamente®. Na

Figura 1.18. 84 sorteios de pares de dados.

Figura 1.18, vemos 84 lancamentos ao acaso de um par de dados honestos. O
leitor deve aceitar que tais lancamentos foram feitos ao acaso. De fato, é muito
dificil reconhecer aleatoriedade apenas olhando para uma sequéncia de resulta-
dos, pois a mente humana tende a buscar padraes, veja o livro [ 1
para interessantes histoérias relacionadas ao tema.

Como podemos observar na Figura 1.18, a frequéncia com que a soma dos
resultados dos dados foi igual a dois é dada por 2/84 = 1/42, bem diferente da

6Esta ideia de descartar os resultados que nio interessam e repetir o experimento aleatério
até que a apareca o resultado de interesse é, essencialmente, o chamado Método de Rejeicdo.
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fracdo 1/11, o que néo prova, mas nos dé indicios de que tal resposta é equivo-
cada. Este tipo de teste tem a ver com a chamada Lei dos Grandes Niimeros, a
ser vista nas Secoes 7.2 e 7.3.

Resumindo, o modelo em questdo nao é equiprovavel. O que fazer entao?
Temos que refazer o modelo de maneira que o espaco seja equiprovdvel. O que
podemos assumir, usando o bom senso, que é equiprovavel neste modelo? Pode-
mos assumir que o resultado de cada dado é equiprovavel. Afinal, se nada foi
dito em contrario, é porque os dados sdo honestos. Isto é a parte de interpretacao
no problema. E se cada face é equiprovavel, é razoavel intuir que o par ordenado
cujas entradas sdo os resultados de cada dado também deve ser equiprovavel.

Motivados pela discusséo prévia, vamos considerar entdo como espago amos-
tral o conjunto

Q= {1,...,6} x{1,...,6}
= {(a,b) : a,be{1,...,6}}.

Em palavras, o conjunto €2 é o conjunto dos pares ordenados nos quais a primeira
entrada representa o resultado de um dado e a segunda entrada representa o
resultado do outro dado. Pela Regra do Produto, temos que |2] = 6 x 6 = 36. O
conjunto A para o qual desejamos calcular a probabilidade é conjunto dos pares
cuja soma é 2, ou seja, A = {(1,1)}. Assim, |A| = 1 e a definicédo (1.6) nos da
P(A) = ;—é" = 5, que é a resposta correta do Problema 1.6.1.

O leitor pode estar se perguntando sobre o valor 1/42 encontrado anterior-
mente, que é distinto de 1/36. Seria 1/36 também um valor equivocado? Nas
Secoes 7.2 e 7.3 estudaremos a Lei Fraca dos Grandes Numeros e a Lei Forte dos
Grandes Numeros, respectivamente, que nos permitem lidar com este problema.
Ai entao poderemos argumentar que a fracdo de vezes em que observamos a
soma 2 no par de dados converge (em certo sentido) para o valor 1/36 a medida
que sorteamos cada vez mais pares de dados.

Exercicios

Exercicio 1.6.1. Um dado é lancado. Qual é a probabilidade do resultado ser
um ndmero primo?

Exercicio 1.6.2. Seja 2 um conjunto finito, e sejam Ay, ..., A, subconjuntos de
2, todos finitos e disjuntos entre si, ou seja, tais que a interseccéo de quaisquer
dois subconjuntos é vazia. Mostre que

P(QAk) - i]P’(A).

Exercicio 1.6.3. Seja () um conjunto finito. Quanto é P(2)? Quanto é P(2)?
Qual é a probabilidade de um subconjunto unitario de ©2? A probabilidade de um
subconjunto de (2 pode ser igual a v/2/2?
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Exercicio 1.6.4. Lanca-se uma moeda trés vezes. Qual é a probabilidade que o
total de caras observado seja maior ou igual a dois?

Exercicio 1.6.5. Uma carta é retirada ao acaso de um baralho. Em seguida, a
carta é devolvida ao baralho e novamente uma carta é retirada ao acaso. Qual é a
probabilidade de que nas duas retiradas o naipe observado tenha sido o mesmo?

Exercicio 1.6.6. Uma moeda e um dado sdo lancados e escolhe-se uma carta
do baralho. Qual é a probabilidade de que o resultado seja a tripla dada por
(cara, 6,rei de copas)?

Exercicio 1.6.7. Lancam-se dois dados. Qual é a probabilidade de que a soma
dos numeros nas faces obtidas seja igual a 6 ou 7?

Exercicio 1.6.8. (Problema de Monty Hall). Este problema baseia-se em um
caso real. Em um certo programa de auditério, ha trés portas fechadas. Atras
de uma das portas ha um carro, e atras de cada uma das outras duas porta
h4a um bode. Vocé participa do seguinte jogo, e seu objetivo é ganhar o carro
(mesmo néo tendo nada contra bodes). Inicialmente, vocé escolhe uma porta. Em
seguida, o apresentador (que sabe onde o carro e os bodes estdo) abre outra porta,
diferente da porta que vocé escolheu, e mostra um bode. Restaram, portanto,
duas portas fechadas. O apresentador pergunta a vocé se quer continuar com a
porta escolhida inicialmente ou prefere passar para a outra porta ainda fechada.

Digamos que a sua estratégia seja mudar de porta. Seguindo tal estratégia,
qual é a probabilidade de vocé ganhar o carro?

Exercicio 1.6.9. Imaginemos a seguinte variacdo do Problema de Monty Hall.
Em vez de 3 portas, consideremos 1000 portas, sendo que atras de apenas uma ha
um carro, e atras das demais ha bodes. Inicialmente, vocé escolhe uma porta. O
apresentador abre entédo 998 portas mostrando bodes, deixando fechadas apenas
duas portas, a que vocé escolheu inicialmente e mais uma.

Digamos que a sua estratégia seja mudar de porta. Seguindo tal estratégia,
qual é a probabilidade de vocé ganhar o carro?



34

Capitulo 1. Ferramentas Basicas




CAPITULO 2

CONTAGEM VIA RELACOES DE EQUIVALENCIA

Neste capitulo, estudaremos néo apenas os conceitos basicos de contagem envol-
vendo permutacées, arranjos e combinacgoes, mas também problemas envolvendo
classes de equivaléncia de tamanhos variados, como o leitor vera na Secédo 2.7.
Na Secdo 2.8 veremos uma maneira geral de tratar tais problemas através do
Lema de Burnside. Além disso, na Secédo 2.6 veremos a noc¢éo de contagem du-
pla, que frequentemente é confundida com a nogdo de relacao de equivaléncia.

2.1 Permutacoes e Arranjos

Vejamos o problema classico de permutacées. Por permutacéo de certos objetos,
entende-se lista, fila, bijecdo. Comecemos com um problema simples.

Problema 2.1.1. De quantas maneiras podemos fazer uma fila com 4 pessoas?
Analisemos a seguinte resposta, bastante comum:

“Para a escolha da primeira pessoa na fila, temos 4 possibilidades.
Como ndo podemos repetir pessoas, restam 3 possibilidades de escolha
para a segunda pessoa. Para a terceira pessoa na fila, restam 2 possi-
bilidades, e para a quarta pessoa na fila, resta apenas uma possibili-
dade de escolha. Portanto, pela Regra do Produto (também conhecido
como Principio Multiplicativo), temos como resposta 4-3-2-1 = 24 filas
possiveis.”

A resposta obtida, 24, é correta, mas ha uma falha no argumento acima, que é a
seguinte: a Regra do Produto se refere a cardinalidade de um produto cartesiano.
E o conjunto de todas filas que se pode formar com estas quatro pessoas néo é um
produto cartesiano! De fato, chamemos o conjunto destas quatro pessoas de M =
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{A, B,C, D}. O conjunto das possiveis filas (também chamadas de permutacées,
listas ou listas ordenadas) pode ser escrito como

X = {(I1,$2,ZE37I4) Vi, z; € M e Vi+#j, valex; # xj}. (2.1)

Temos que X é um subconjunto do produto cartesiano M x M x M x M = M?*,
mas X ndo é um produto cartesiano de conjuntos pois, caso contrario, X teria
quadruplas com entradas repetidas. Portanto, néo é correto aplicar diretamente
a Regra do Produto. Por outro lado, uma pequena modificacédo corrige o argu-
mento. Vejamos.

1% Solucdo do Problema 2.1.1. Para a escolha da primeira pessoa na fila, temos
4 possibilidades. Logo, podemos dividir o conjunto X das permutacdes descrito
em (2.1) em quatro conjuntos, a depender da primeira pessoa na fila. Note que
estes quatro conjuntos sdo disjuntos. Pela Regra da Soma (também conhecida
como Principio Aditivo), o nimero total de filas é igual a soma das cardinalidades
de cada um desses quatro conjuntos, os quais tém todos a mesma cardinalidade,
igual & quantidade de permutacées de 3 elementos. Logo, | X | é igual a 4 vezes a
quantidade de permutacoes de trés elementos. Pelo mesmo argumento, a quan-
tidade de permutacoes de trés elementos € igual a 3 vezes a quantidade de per-
mutacoes de dois elementos. Novamente, pelo mesmo argumento, a quantidade
de permutacées de dois elementos é igual a 2 vezes a quantidade de permutacées
de um elemento. E a quantidade de permutacées de um elemento € igual a um.
A partir das observacgdes anteriores, concluimos que | X|=4-3-2-1 = 24. O

Eis uma segunda solucio do problema.

2% Solucgdo do Problema 2.1.1. Criaremos uma bijecdo ¢ entre o conjunto X das
permutacgdes de M = {A, B,C, D} e um conjunto Y = Y x Y3 x Y5 x Y}, sendo que
|Y;| = i. Vejamos a ideia para definir esta funcdo ¢ : X — Y. Seja ¥; = {1,...,i},
e considere a ordem alfabética no conjunto M = {A, B,C, D}. Dada uma permu-
tacdo em X, digamos (B, D, A, C'), associaremos esta permutacéo a um elemento
(y4,vs3,92,71) de Y da seguinte maneira: a primeira entrada y, sera a posicéo
alfabética da primeira entrada da permutacgdo. No caso de (B, D, A, (), teremos
ys = 2, pois B é a segunda letra na ordem alfabética. A segunda entrada y; sera
a posicao relativa da segunda entrada da permutacao, excluindo-se a primeira
entrada. Por exemplo, no caso analisado, a segunda entrada da permutacao é D
que, dentre {A, C, D}, é a terceira letra, e assim por diante. Por exemplo, no caso

analisado, ¢((B, D, 4, C’)) =(2,3,1,1). Como ¢ é uma bijecédo, a Proposicédo 1.3.1

nos diz que | X| = |[Y|. Como o conjunto Y é um produto cartesiano, temos que
Y| =4-3-2-1= 24 pela Regra do Produto. Assim, concluimos que | X| =24. [

Para uma demonstracdo geral do nimero de permutacdes de n elementos,
usaremos inducéo, como veremos na proposicdo a seguir. Motivados pelo Pro-
blema 2.1.1, definimos n! =n-(n—1)-(n—2)---2-1, que é chamado de fatorial
de n ou n fatorial.
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Proposicao 2.1.2. O niimero de permutacées de n objetos distintos é igual a n!.

Poderiamos adaptar a primeira ou a segunda solucdo do Problema 2.1.1, mas
faremos a prova por inducéo, que é um caminho curto e elegante.

Demonstracdo. Para n = 1, o conjunto em questdo tem apenas um elemento.
Logo, existe apenas uma permutacio. Como 1! = 1, temos a base de inducio.
Suponha que o resultado seja valido para um certo n, ou seja, suponha que o
numero de permutacgdes de qualquer conjunto com n elementos seja igual a n!.
Considere agora um conjunto M com n + 1 elementos. Analogamente ao que
escrevemos em (2.1), uma permutacdo dos elementos de M é uma (n + 1)-upla
(x1,...,7,41) cujas entradas sdo todos elementos de X, e ndo ha repeticdes. Con-
temos quantas sdo as permutacoes de X. Para a escolha da primeira entrada,
x1, ha n + 1 possibilidades. Para cada uma dessas possibilidades, restam n ele-
mentos a serem distribuidos nas entradas restantes. Pela hipétese de inducéo, o
numero de arrumacdes dos n elementos restantes é igual a n!. Logo, pela Regra
da Soma, temos que o total de permutacoes em X éiguala (n+1)-n!l = (n+1).
Assim, pelo Principio de Inducgédo, concluimos que o nimero de permutacoes
de n objetos distintos é igual a n! para qualquer n € N. O]

A seguir, vejamos a formula para o numero de maneiras de se escolher, com
ordem, k objetos dentre n objetos, que chamaremos de arranjo de k objetos esco-
lhidos dentre n, ou arranjo de n escolhe k, com 1 < k < n. Note que um arranjo
de n objetos escolhidos dentre n é uma permutacdo. Ou seja, permutacédo é um
caso particular de arranjo. Observamos que alguns livros néo utilizam o termo
arranjo, sendo o termo permutacdo utilizado para ambos, arranjo e permutacéo.

Proposicao 2.1.3. Seja A conjunto com |A| = n. Entdo o nimero de k-uplas
ordenadas (ay,...,a;) € A x --- x A sem elementos repetidos é igual a

n)g :=nn—-1)---(n—k+1).

Ha varias notagoes diferentes na literatura para (n),, como A* ou P(n, k).
Escolhemos a notagdo (n);, que é comum em ciéncia da computacdo, por uma
razdo mnemonica: ela nos lembra de comecar com n e ir multiplicando, por &
vezes, o resultado pelo nimero anterior subtraido de um. Como o leitor pode
observar, ha k fatoresem n(n —1)---(n — k+ 1).

Demonstracdo. Fixando um k£ € N qualquer, pode-se fazer a prova por inducéo
em n, para n > k. Como a prova é bastante similar a da Proposigao 2.1.2, sera
omitida aqui. Fica para o leitor diligente escrevé-la em detalhes. ]

A expressdo do enunciado

nn—1)---(n—k+1)
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néo é muito elegante, pois envolve reticéncias... Para melhora-la esteticamente,
vamos escrevé-la em termos da funcéo fatorial. Multiplicando e dividindo por
(n — k)!, temos que

nn—1)---(n—k+1) - (n—k)! n!

nn—1)--(n—k+1) = (n—h) = k)

que é uma férmula mais sucinta do que n(n —1)--- (n — k + 1). Além disso, para
que a formula acima faga sentido quando & = n, é necessario definir 0! = 1. Em
resumo, escreveremos sempre

!
(n) = ﬁ , para quaisquer 0 < k < n inteiros,
n — .

que também é chamado de nimero de arranjos de k elementos dentre n objetos
distintos. Um caso particular importante é o caso k£ = n visto anteriormente, que
é o numero de maneiras de se colocar n elementos em 7 posi¢cées numa fila, dado
por (n), = nl.

E um momento oportuno para fazer um comentario a respeito da Regra do
Produto: E comum omitir detalhes quando se escreve uma solucédo que faz uso
dela, para evitar que a leitura se torne enfadonha. Por exemplo, vejamos o se-
guinte problema:

Problema 2.1.4. No jogo de xadrez, a torre ataca todas as casas em sua coluna
e linha. De quantas maneiras podemos colocar uma torre branca e uma torre
preta no tabuleiro de forma que elas ndo se ataquem? Veja a Figura 2.1 para
uma ilustracéo.
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Figura 2.1. Torres que nao se atacam.

Uma solucgao deste problema pode ser simplesmente: para escolher a posicéo
da torre branca, temos 64 possibilidades. Escolhida a posicdo da torre branca,
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restam 64 — 15 = 49 posicdes possiveis para a torre preta (sdo 15 casas excluidas
pela linha e coluna que a torre branca ocupa). Logo, temos 64-49 = 3136 maneiras
de dispor as torres no tabuleiro.

Note que, na solucédo acima, todos os detalhes tais como feitos na primeira
ou segunda solucdo do Problema 2.1.1 foram omitidos. Atencdo! E preciso to-
mar cuidado: é necessario verificar que, qualquer que seja a posicdo do primeiro
objeto (no caso, a torre branca), haja sempre o mesmo nimero de possibilidades
para o segundo objeto (no caso, as 49 possibilidades da torre preta), e assim por
diante, caso seja um produto com mais fatores. Por exemplo, vejamos o problema
a seguir.

Figura 2.2. Bispos que nao se atacam.

Problema 2.1.5. No jogo de xadrez, o bispo ataca e se movimenta por todas as
casas que estejam em alguma diagonal da casa onde ele estiver. Note que, se
um bispo comecar numa casa de uma certa cor, entdo permanecera para sempre
em casas desta cor inicial. Na Figura 2.2 sdo mostrados dois bispos, um de cor
branca, e outro de cor preta, os quais nao se atacam, sendo que ambos caminham
por casas de cor preta. De quantas maneiras podemos colocar um bispo branco
e um bispo preto, ambos de casas pretas, de maneira que eles néo se ataquem?

Um leitor afobado talvez apresentasse a seguinte solucéo equivocada:

“Para a escolha da posicdo do bispo branco, temos 32 possibili-
dades. Escolhida a posi¢cdo do bispo branco, como ilustrado na Fi-
gura 2.2, restam 32 — 8 = 24 casas para colocar o bispo preto. Logo,
temos como resposta 32 - 24 = 768 modos de colocar os dois bispos de
maneira que eles ndo se ataquem.”

A falha no argumento acima esta no fato de que, diferentemente do Problema 2.1.4
a respeito de torres, o nimero de casas que o bispo branco alcanca depende de
sua posicdo. Na Figura 2.2, o bispo branco na casa al alcanca oito casas (in-
cluindo a casa onde ele esta). Logo, nesta situacdo, restam 24 casas para colocar
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o bispo preto. Entretanto, como se pode ver na Figura 2.3, o bispo branco na
casa d4 ataca 14 casas (incluindo a casa onde ele estd). Por isso, o argumento
anterior é falho. Para corrigir o argumento e chegar a resposta correta, veja o
Exercicio 2.1.8.
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Figura 2.3. Bispo branco em d4 alcanca 14 casas.

Exercicios
Exercicio 2.1.1. De quantas maneiras podemos fazer uma fila com n pessoas?

Exercicio 2.1.2. Seja A conjunto com n elementos. Quantas sdo as funcoes
sobrejetoras f: A — A? Quantas sdo as funcgoes injetoras f: A — A? Quantas
sao as funcoes bijetoras f: A — A?

Exercicio 2.1.3. Sejam A e B conjuntos finitos. Quantas séo as funcées injeto-
ras f: A— B?

Exercicio 2.1.4. Um campeonato é disputado por 12 clubes em rodadas de 6
jogos cada. De quantos modos é possivel realizar a primeira rodada?

Dica: comece colocando os times em uma fila.

Exercicio 2.1.5. Seja n > 4 um natural. Quantas sdo as permutacoes dos niime-
ros 1,2,...,n tais que o nimero que ocupa a k-ésima posicéo é inferior ou igual
a k + 4, para todo k?

Exercicio 2.1.6. Seja n > 3 um natural. Quantas sdo as permutacoes dos nu-
meros 1,2,...,n tais que o nimero que ocupa a k-ésima posicéo é estritamente
maior do que k — 3, para todo k?

Exercicio 2.1.7. Numa corrida de Féormula Indy ha 27 carros, sendo trés de
cada equipe (ou seja, ha 9 equipes). A largada é feita com trés filas paralelas de
nove carros. Sabendo que cada equipe deve ter um de seus carros em cada fila,
de quantos modos a largada pode ser feita? Considere os carros distintos.



2.2. Permutacoes com Repeticédo 41

Exercicio 2.1.8. Encontre a resposta correta do Problema 2.1.5.
Dica: Separe em casos de acordo com a posicao do, digamos, bispo branco, e
aplique a Regra da Soma.

Exercicio 2.1.9. No xadrez, o cavalo se move (ou ataca) da seguinte maneira:
a partir de sua casa de origem, anda uma casa em diagonal e, em seguida, de
modo a se afastar do ponto de partida, anda uma casa na horizontal ou vertical.
Por exemplo, o cavalo em 6 da Figura 2.4 ataca as casas c5, c7, d4, d8, £4,
£8, g5 e g7. O bispo, como ja dissemos, se move para (ou ataca) qualquer casa
em sua diagonal. Considere um bispo preto que ande em casas pretas, e um
cavalo branco (que pode estar em casas de qualquer cor). De quantas maneiras
podemos dispor este bispo e este cavalo no tabuleiro de maneira que eles néo se

/

%//

//%
//////%
E = E 3

Figura 2.4. Bispo preto e cavalo branco.
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2.2 Permutacoes com Repeticao

Por anagrama de uma certa palavra, entende-se uma permutacido qualquer das
letras desta palavra, ainda que esta permutacédo nédo tenha sentido algum. Por
exemplo, LIVRES é um anagrama de SERVIL, bem como EILSVR, sendo que
este ultimo ndo é uma palavra encontrada no dicionario.

Problema 2.2.1. Quantos sdo os anagramas da palavra TATU?
Solucdo: Temos quatro letras na palavra TATU. Entretanto, a resposta néo é 4!,
pois temos duas letras T repetidas. Comecaremos portanto “distinguindo” estas

letras T repetidas. Assim, teremos as letras {T;, A, T2, U}. Definamos X como o
conjunto das permutacoes destas quatro letras, T;, A, Ty e U. Ou seja,

X = {(171,1'2,1133,1‘4) : a:iE{Tl,A,TQ,U}parai:1,...,4exj7éxiparai7éj}.
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(A7 T27 Tla U) (U7 T27 Tla A) (T27 T17 A7 U) (T27 A7 T17 U)
(A7 T17 T27 U) (Ua Tla T27 A) (Tla T27 A> U) (Tla A7 T27 U)
(A7 T27U7T1> (U7AJ T27T1) (T27A7 U7 Tl) (T27T17U7A)
(A7 T17U7T2) (U7Aa TlaTQ) (TlaAv U7 TQ) (TlaTQaUvA)
(A> Ua T27 Tl) (U7 T27 Aa Tl) (T27 U7 A7 Tl) (T2> Ua T17A)
(A7 Ua T17 TQ) (U7 Tla A7 TQ) (Tlu U7 A) T2) (Tb Ua T27 A)

Figura 2.5. Relacao de equivaléncia R: cada classe de

equivaléncia corresponde a um anagrama da palavra
TATU.

Da secao anterior, sabemos que | X| = 4!. Nosso objetivo agora é definir uma
relacdo de equivaléncia R em X tal que cada classe de equivaléncia de R cor-
responda a um anagrama da palavra TATU. Sejam (x1, o, z3,4) € (Y1, Y2, Y3, Ys)
elementos de X . Diremos que

(xlu Lo, T3, x4) ~ (yl) Y2,Ys, y4)

se
\V/izl,...,4, xiE{Tl,T2}<:>yi€{T1,T2}.

Pode parecer confusa a primeira vista, mas esta defini¢do é simplesmente a se-
guinte: duas permutacgdes em X estardo na mesma classe de equivaléncia se tém
o T, possivelmente trocado por T,, e tém as demais letras nas mesmas posicoes.
Por exemplo,

(Tl, A, U7 T2) ~ (TQ, A, -[.I7 T1> 5
e também

(A, U, Tl, T2) ~ (A, U, TQ, Tl) 5
e assim por diante. Notemos também que (T;,A, U, Ty) = (A U, T;,T;). Bem,
cada classe de equivaléncia representa um anagrama da palavra TATU. Como
X tem 4! = 24 elementos, e cada classe de equivaléncia tem dois elementos,
pela Proposicdo 1.5.4, ha 24/2 = 12 classes de equivaléncia, que é a resposta do
problema. Veja a Figura 2.5 para uma ilustracéo. O

Problema 2.2.2. Quantos sdo os anagramas da palavra banana?

Solucdo: Para resolver este problema, vamos comecar fazendo uma distincéo de
cada letra repetida. Ou seja, vamos comecar considerando definindo o conjunto

X = {(l’l,...,SITG) Il’i#ﬂf‘j Se’i#jemi € {al,ag,ag,b,nl,ng} paraizl,...,6}.



2.2. Permutacoes com Repeticédo 43

Como X é conjunto de permutacdes, temos que | X | = 6!. Consideremos agora a
seguinte relacdo de equivaléncia em X: diremos que (z1,...,26) ~ (y1,.--,Ys) S€,
paracadai=1,...,6,valeque z; = y; = bouz;,y; € {a1,as,a3} oux;,y; € {ny,ns}.
Em outras palavras, dois elementos em X sdo equivalentes se um pode ser obtido
a partir do outro trocando a;’s de posicdo ou n;’s de posicdo (podendo acontecer
ambos). Por exemplo,

(57 1,11, a2, N2, @3) ~ (b, A2, M2, A1, M7, Clz) .

Observe que cada classe de equivaléncia de ~ corresponde a um anagrama da
palavra banana, pois elementos equivalentes em X preservam a posicdo das
letras b, a e n, como podemos ver no exemplo acima. Logo, basta contar quantas
sao as classes de equivaléncia para descobrir quantos sdo os anagramas.

Como existem 3! permutacoes das letras aq, as, a3 e 2! permutacgoes das letras
n1, e, concluimos que cada classe de equivaléncia tem 3!2! elementos. Portanto,

pela Proposicédo 1.5.4, temos como resposta 2?—;, O]

Proposicao 2.2.3. Considere n objetos, sendo j, objetos idénticos do tipo 1, js
objetos idénticos do tipo 2,..., e j; objetos idénticos do tipo k, valendo que j, +- - -+
jr = n. O niumero de permutacoes destes n objetos é dado por

( n ) - n!
Jis-endk) gl gkl

Demonstracdo. Mesma ideia dos problemas anteriores. O

Observacao 2.2.4. A notacéo ( ) para permutacdo de n objetos com

Jis -5 Jk
repeticoes ji, ..., jr ndo é uma unanimidade na literatura, mas tem suas vanta-
gens.
Exercicios

Exercicio 2.2.1. Quantas sédo as permutacées da palavra MISSISSIPI? Quantos
sdo os anagramas da palavra PINDAMONHANGABA?

Exercicio 2.2.2. Uma formiga vai de A a B seguindo sempre para cima ou para
a direita, andando sempre sobre as arestas de um quadriculado 10 x 10, veja
o desenho da Figura 2.6. Quantos sdo os caminhos possiveis? Quantos sédo os
caminhos possiveis passando por C' e D?

Exercicio 2.2.3. Uma formiga esta no vértice A de um cubo 10 x 10 x 10, veja
a Figura 2.7, e vai para o vértice oposto B andando sobre as arestas dos quadri-
culados sobre a superficie do cubo, sem nunca diminuir a distancia ao seu ponto
de partida A. Quantos séo os percursos possiveis?

Dica: cuidado para ndo contar uma mesma trajetéria mais de uma vez.
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A

Figura 2.6. Formiga vai de A a B no reticulado.

As

Figura 2.7. Formiga vai de A a B no cubo.

Exercicio 2.2.4. Agora imagine o cubo 10 x 10 x 10 da Figura 2.7 como arestas
ligando pontos de Z3. A formiga esta no vértice A e vai para o vértice oposto B
andando sobre as arestas de Z? que pertencem ao cubo, ou seja, a formiga pode
entrar no cubo. Supondo novamente que ela nunca diminui a distancia ao seu
ponto de partida A, quantos sdo os percursos possiveis?

Exercicio 2.2.5. Aplicamos a propriedade distributiva e fazemos todos os pro-
dutos possiveis em

(a+b)(a+b)(a+0b)(a+b)(a+D).

Feito isso, aplicamos a propriedade comutativa e agrupamos os termos iguais.
Ao final, qual ser4 o coeficiente de a?b3?

Exercicio 2.2.6. Aplicamos a propriedade distributiva e fazemos todos os pro-
dutos possiveis em

(a+b)*.

Feito isso, aplicamos a propriedade comutativa e agrupamos os termos iguais.
Ao final, qual sera o coeficiente de a''b'"?

Exercicio 2.2.7. Qual é o coeficiente de 2%y°2> na expanséo de (z + y + 2)'°?
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Exercicio 2.2.8. Qual é o coeficiente de a't’c* na expanséo de (a + b+ c)"? Dé a
resposta em funcéao de i, 7, k.

Exercicio 2.2.9. De quantas maneiras podemos separar um grupo de n pessoas
em k grupos, sendo que o primeiro grupo deve ter n; pessoas, o segundo grupo
deve ter n, pessoas, e assim por diante? Assuma que cada grupo tenha um nome
diferente.

(k!)!
(k1) (E=D)!
Dica: conte o nimero de permutacdes de objetos de (k — 1)! tipos diferentes,
sendo k objetos de cada tipo.

Exercicio 2.2.10. Prove que é um numero inteiro.

Exercicio 2.2.11. Quantas sdo as permutacoes de quatro letras escolhidas den-
tre as letras da palavra MISSISSIPI?

Dica: ndo ha como escapar da Regra da Soma. Separe em casos.

2.3 Permutacoes Circulares

Problema 2.3.1. De quantas maneiras podemos posicionar quatro pessoas em
torno de uma mesa redonda?

Pedro José Ana ) Maria

Figura 2.8. Uma mesma disposi¢do das pessoas na
mesa.

A solucdo deste problema segue a mesma ideia de antes: encontrar um con-
junto X munido de uma relacio de equivaléncia R tal que cada classe de equi-
valéncia de R corresponda a uma maneira de dispor as quatro pessoas na mesa.

Bem, aqui ndo ha repeticao de pessoas, tendo em vista que cada pessoa é
Unica, mas em certo sentido ha repeticao de, digamos, “arrumacées”. Digamos
que as pessoas sejam Pedro, Maria, José e Ana. Observe que os desenhos na
Figura 2.8 correspondem a mesma disposicdo das pessoas, pois as posicoes re-
lativas sdo iguais, e ndo existe canto ou cabeceira numa mesa redonda. Néo
estava inteiramente claro no enunciado que sé interessavam as posicdes relati-
vas, mas subentende-se isto pelo uso da expressdo mesa redonda. Uma parte
das questoes de analise combinatoéria frequentemente consiste em interpretacao
do enunciado, em deduzir o que se pede através do bom senso.
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Figura 2.9. Cadeiras numeradas.

Para contar quantas sao as configuracées desejadas, vamos comecar nume-
rando as cadeiras no sentido, digamos, anti-horario. Veja a Figura 2.9.

JAPM) | (J,P,M,A) | (JM,P,A)
(AP M,J) | (P,M,AJ) | (M,P,A J)
(P,M,J,A) | (M,A,J,P) | (P,A,J, M)
(M,J,A,P) | (A, J,P,M) | (A,J,M,P)
J,AM,P) | (J,P,AM) | (JM,A,P)
(AM,P.J) | (P,AM,J) | (MA,P,J)
(M,P,J.A) | (AM,J,P) | (A,P,J, M)
(P,J,AM) | (M,J,P,A) | (P,J,M,A)

Figura 2.10. Relacéo de equivaléncia R: cada classe
de equivaléncia corresponde a uma disposicdo das
quatro pessoas em torno da mesa redonda.

Para facilitar a escrita, vamos representar cada nome pela sua letra inicial.
José sera representado por J, Ana sera representada por A e assim por diante.
Considerando as cadeiras numeradas, o conjunto de configuracoes sera dado por

X = {(z1,20,23,24) : 7, € {J, AP, M} e ;% z;paratodosi+;}.

Por exemplo, o elemento (P,M,J,A) € X corresponde a Pedro estar sentado na
cadeira 1, Maria estar sentada na cadeira 2, José estar sentado na cadeira 3 e
Ana estar sentada na cadeira 4.

Pelos resultados da secédo anterior sobre permutacoes, | X| = 4! = 24. Que-
remos agora criar uma relacdo de equivaléncia R em X tal que cada classe de
equivaléncia represente uma disposicdo das pessoas em torno da mesa. Para
isso, devemos nos perguntar: quando duas configuracées em X representam
uma mesma disposicdo das pessoas em torno da mesa? A resposta é: quando
uma configuracao puder ser obtida a partir de uma “rotacdo” da outra.
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Por exemplo, (J,A,P.M), (AP, M,J), (P,M,J,A) e (M,dJ, A, P) sdo elementos
distintos em X que representam a mesma disposicdo de pessoas em torno da
mesa, veja a Figura 2.10 para uma ilustracdo. Note que em qualquer destas
configuracdes, as posicoes relativas sdo as mesmas: Maria estara do lado es-
querdo de José, que estara do lado esquerdo de Ana, que estara do lado esquerdo
de Pedro. Como cada classe de equivaléncia tém quatro elementos, aplicando a
Proposic¢édo 1.5.4, obtemos 4!/4 = 6 como resposta do problema.

Problema 2.3.2. De quantas maneiras podemos fazer uma ciranda com n cri-
ancas?

Solucdo: Agora que ja temos o exemplo anterior, basta mudar os valores. X
sera o conjunto de permutacoes de n elementos, logo | X| = n!l. Sejam z,y € X,
ou seja, x e y sdo configuracoes das criancas numerando-se as cadeiras. A relacio
de equivaléncia R em X sera definida por = ~ y se, e somente se, a arrumacio x
puder ser obtida a partir de uma rotacio da arrumacéo y no sentido do exemplo
anterior.

Como sao n rotacdes possiveis, cada classe de equivaléncia em R tera n ele-
mentos. Logo, pela Proposicédo 1.5.4, teremos %' = (n—1)! classes de equivaléncia,
que é a resposta do problema. O

Exercicios

Exercicio 2.3.1. Defina, usando o bom senso, o que seria um anagrama circular
de uma palavra. Quantos sdo os anagramas circulares da palavra TRIANGU-
LOS?

Exercicio 2.3.2. De quantas maneiras podemos posicionar 15 pessoas em uma
mesa redonda de modo que certas duas pessoas nédo fiquem juntas?

Exercicio 2.3.3. De quantas maneiras podemos colocar pessoas {1,...,20} em
uma mesa redonda de modo que as pessoas {1,2,3,4} sejam sempre consecutivas
em alguma ordem e que as pessoas 5 e 6 ndo sejam vizinhas?

Exercicio 2.3.4. De quantos modos podemos fazer uma pulseira com as pedras
topazio, turmalina, ametista e quartzo se

(a) a pulseira pode entrar no braco nos dois sentidos?

(b) a pulseira tem um relégio?

Exercicio 2.3.5. De quantas maneiras podemos colocar 15 pessoas em uma
mesa redonda de modo que certas quatro pessoas sejam sempre consecutivas
em alguma ordem?

Exercicio 2.3.6. De quantas maneiras podemos pintar as faces de uma pira-
mide regular de base quadrada com cinco cores disponiveis, sem repetir cores?
Veja a Figura 2.11 para uma ilustracao.



48 Capitulo 2. Contagem via Relacoes de Equivaléncia

Ly

Figura 2.11. Piramide regular de base quadrada.

Figura 2.12. Piradmide regular de base octogonal.
Ilustramos acima, da esquerda para a direita, ares-
tas, faces e vértices.

Exercicio 2.3.7. De quantas maneiras podemos pintar as arestas de uma pi-
ramide regular de base octogonal se estdo disponiveis 16 cores, e ndo podemos
repetir cores? De quantas maneiras podemos pintar suas faces, se estao disponi-
veis 9 cores, e ndo podemos repetir cores? De quantas maneiras podemos pintar
seus vértices, se estao disponiveis 9 cores, e ndo podemos repetir cores? Veja a
Figura 2.12 para uma ilustracao.

Exercicio 2.3.8. De quantas maneiras podemos pintar as faces de prisma reto
de base hexagonal se temos 8 cores disponiveis, e ndo podemos repetir cores?
Veja a Figura 2.13 para uma ilustracao.

!

Dica: A resposta ndo é §

Exercicio 2.3.9. Sao disponiveis 7 cores distintas, e com elas pintaremos, sem
repetir cores num mesmo poliedro, as faces de

(a) Um prisma reto de base pentagonal.
(b) Uma piramide regular de base hexagonal.

Ha mais maneiras de pintar o poliedro do item (a) ou do item (b)? Veja a Fi-
gura 2.14 para uma ilustracéo.
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Figura 2.13. Prisma reto de base hexagonal. As duas
faces hexagonais sdo congruentes e também as seis
faces retangulares sdo todas congruentes entre si.

Figura 2.14. Prisma reto de base pentagonal e pira-
mide regular de base hexagonal.

Exercicio 2.3.10. Na Figura 2.15 vemos um prisma reto e uma piramide trun-
cada regular cujas bases sdo icosagonos regulares. Usando 22 cores, sem repetir
cores, ha mais maneiras de se pintar as faces do prisma ou da piramide?

1
1
1
\
\
\
\
1
1
\
\
\
1

Figura 2.15. Prisma reto e pirdmide regular truncada
cujas bases sdo icosagonos regulares.
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Exercicio 2.3.11. De quantas maneiras podemos pintar as faces de um cubo
com seis cores distintas, sem repetir cores?
!

. _ 6l
Dica: A resposta ndo é G

_ T
T
o7

Figura 2.16. Dodecaedro regular.

Exercicio 2.3.12. De quantas maneiras podemos pintar as faces de um dodeca-
edro regular usando doze cores distintas, sem repetir cores? Veja a Figura 2.16

para uma ilustracdo de um dodecaedro.
. _ 12!
Dica: A resposta ndo é TR

Exercicio 2.3.13. De quantas maneiras podemos pintar as faces de um icosae-
dro regular usando vinte cores distintas, sem repetir cores? Veja a Figura 2.17
para uma ilustracdo de um icosaedro.

Figura 2.17. Icosaedro regular.

Exercicio 2.3.14. Na Figura 2.18 vemos um icosidodecaedro, que é um poliedro
com vinte faces triangulares e doze faces pentagonais, sendo todos os tridngulos
equilateros e congruentes e todos os pentagonos regulares e congruentes. De
quantas maneiras podemos pintar as faces do icosidodecaedro com 32 cores, sem
repetir cores?
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Figura 2.18. Icosidodecaedro.

//

2.4 Combinacoes e Argumentos Combinatorios

Estudaremos, agora, a questédo de escolher objetos sem que a ordem de escolha
importe e, além disso, veremos uma técnica de demonstragido conhecida como
argumento combinatdrio.

Problema 2.4.1. De quantas maneiras podemos escolher uma comissédo de 3
pessoas escolhidas de um conjunto de 5 pessoas?

Solucdo: Digamos que as cinco pessoas sejam Ana, Bruno, Carlos, Daniela e
Eduardo, que representaremos pelas letras A, B, C, D e E.

Seja X o conjunto de permutacoes de trés elementos dentre estes cinco. Em
outras palavras,

X = {(xl,l‘g,mg) : paratodoi,xiE{A,B,C,D,E} e %‘7&51%‘ SG’L#]}

Pelos resultados da Secédo 2.1, sabemos que | X| =54 -3 = 60. Entretanto, esta
ndo é a resposta do problema. Por exemplo, em X as configuracgoes (A, B, C) e
(B, A, C) séo distintas, mas correspondem ao mesmo grupo de pessoas.

Criamos entédo a seguinte relacdo de equivaléncia R em X. Dois elementos
(1,79, 73) € (y1,Y2,y3) do conjunto X serdo equivalentes se existe uma bijecéo
h:{xy, 2,23} — {y1,y2,y3}. Em outras palavras, este dois elementos de X es-
tardo na mesma classe de equivaléncia se (21, x2,23) € (1,2, y3) S80 as mesmas
letras em posicoes possivelmente diferentes. Por exemplo, (A, B, C) ~ (B, A, C),
mas (A, B, C) = (A, B, E).

Resta contar quantas sio as classes de equivaléncia. O numero de elementos
em uma classe de equivaléncia qualquer é dado pelo nimero de permutacoes de
3 elementos, ou seja, 3! = 6. Portanto, pela Proposic¢do 1.5.4, o nimero de classes
de equivaléncia é dado por

IX|  5-4-3

31 g~ 10

Veja a Figura 2.19 para uma ilustracéo das classes de equivaléncia. H
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(A,B,C) (A,B,E) (A,C,E) (B,C,D) (B,D,E)
(A,C,B) (A E,B) (AE,C) (B,D,C) (B,E,D)
(B,A,C) (B,AJE) (C,AE) (C,B,D) (D,B.E)
(B,C,A) (B,E,A) (C,E,A) (C,D,B) (D,E,B)
(C,A,B) (E,A /B) (E,A,C) (D,B,C) (E,B,D)
(C,B,A) (E,B.A) (E,C,A) (D,C,B) (E,D,B)
(A,B,D) (A,C,D) (A,D,E) (B,C,E) (C,D,E)
(A,D,B) (A,D,C) (A E,D) (B,E,C) (C,E,D)
(B,A,D) (C,A,D) (D,AE) (C,B,E) (D,C,E)
(B,D,A) (C,D,A) (D,E,A) (C,E,B) (D,E,C)
(D,A,B) (D,A,C) (E,A D) (E,B,C) (E,C,D)
(D,B,A) (D,C,A) (E,D.A) (E,C,B) (E,D,C)

Figura 2.19. Relacéo de equivaléncia R: cada classe
de equivaléncia corresponde a uma escolha de trés
pessoas.

Proposicao 2.4.2. O nimero de maneiras de escolher k objetos dentre n, com
0<k<n,éiguala

n n!
T — 2.2
(k;) (n — k)k! (2.2)
Demonstracdo. A demonstracdo deste resultado segue o mesmo argumento do
problema anterior: basta trocar 5 por n e 3 por k. O]

Outra notacdo na literatura (embora em certo desuso atualmente) para o
ndimero de combinagdes () é dada por C¥.

Escolher objetos sem ordem (e sem repeticao), como fizemos, pode ser refra-
seado como escolher subconjuntos. Em outras palavras, a Proposicao 2.4.2 pode
ser reescrita como:

Proposicao 2.4.3. Seja A um conjunto com n elementos, e seja 0 < k < n. O
numero de subcojuntos de A com k elementos é igual a

(1) = oom

Observacio 2.4.4. Para 0 < n < k inteiros, definiremos () = 0, o que simplifica
consideravelmente diversas formulas por vir. E esta é uma defini¢do razoavel.
Afinal, quantas séo as formas de se escolher, digamos, cinco objetos dentre trés
disponiveis? Nenhuma.
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Observacao 2.4.5. Para k > 0 inteiro e a € R, define-se “«a escolhe k” da seguinte

maneira:
ala—=1)---(a—k+1)

(Oz) _ I . parak >0, 2.3)
k 1, para k = 0.

Claro, ndo ha um sentido combinatério para esta definigcdo, pois nao faz sentido
dizer “escolha trés objetos dentre quatro e meio objetos disponiveis”. Por outro
lado, esta definicédo é util e simplifica certas férmulas, como veremos no Capi-
tulo 3.

Vejamos agora um resultado de fundamental importancia envolvendo combi-
nagoes, que também é chamado por alguns autores de Identidade de Pascal:

Proposicao 2.4.6. (Relacao de Stifel). Sejam n > k > 1 naturais. Entdo

(n;&) - (Z) " (k . 1) - (2.4)

Daremos duas demonstracoes desta importante identidade. Aproveitamos
para comentar que identidade é um sinénimo de formula, igualdade. Também
se usa a palavra relacdo como outro sindonimo de identidade, como na Relacdo de
Stifel acima, mas néo confunda este uso da palavra relacio com o termo relagédo
da forma que foi apresentada na Secéo 1.5. Estes sdo usos diferentes da mesma
palavra.

1% Demonstracdo. Basta aplicar a formula de combinacédo e fazer algumas con-
tas. Comecemos pelo lado direito de (2.4).

(ﬁ>+<kﬁJ :(nj%%f*m—k+%mh-m
nl(n—k+1) nlk

—kr ) =kt DK

como queriamos. ]

2% Demonstracdo. Faremos esta segunda demonstracao via um argumento com-
binatorio. Em palavras, vamos encontrar, de duas maneiras distintas, a resposta
para um problema de Combinatéria. Como estas sdo duas respostas para um
mesmo problema, elas devem ser iguais! Vejamos.

Vamos contar de quantas maneiras podemos escolher uma comissao de k pes-
soas dentre n + 1 pessoas disponiveis. Uma resposta é

(")
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pelo que vimos anteriormente. Agora vamos resolver este problema de outra
maneira. Fixemos uma pessoa neste grupo, que chamaremos de Euclides, sem
perda de generalidade.

O numero total de comissoes, pela Regra da Soma, é igual ao nimero de
comissoes nas quais Euclides participa, mais o niamero de comissoes nas quais
Euclides nao participa. Contemos a quantidade de cada tipo de comisséo.

O nuamero de comissoes nas quais Euclides participa é igual a ( kﬁl) , pois basta
escolher & — 1 das n pessoas distintas de Euclides.

O numero de comissdes nas quais Euclides nédo participa é igual a (Z), pois
precisamos escolher k pessoas para compor a comissio, e ha n pessoas disponi-
veis (Euclides néo participara).

Assim, como ("I") e (7) + (,",) sdo duas respostas para um mesmo problema

k k k-1
(e ambas sao corretas!), concluimos que

n+1l\ (n n n
k - \k k—1)’
como queriamos. O

A seguir, apresentamos um breve roteiro de como proceder para obter uma
prova combinatoéria de um problema:

(1) Encontre um problema combinatério relacionado a
formula que se deseja provar (esta é a parte que en-
volve imaginacdo). Em geral, um dos membros da
formula nos d4 pistas de qual deve ser este problema.

(2) Encontre a resposta deste problema de duas manei-
ras distintas.

(3) Conclua que as duas respostas sdo iguais, obtendo
assim a formula desejada.

Por fim, comentamos que argumentos combinatérios ndo necessariamente en-
volvem combinacées, embora isso aconteca com frequéncia. Um argumento com-
binatério pode envolver permutacoes, permutacoes circulares, arranjos, permu-
tacdes com repeticao etc.

Exercicios

Exercicio 2.4.1. Verifique que, para o € N, a definicdo (2.3) coincide com a
definicéo (2.2) e também esta de acordo com a Observacgao 2.4.4.
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Exercicio 2.4.2. Prove a Relacéo de Stifel no caso de combinacéo com « real, ou

seja, mostre que
at+l) [« n «
k - \k k—1)°

para todo o € R e todo inteiro k& > 1.

n n—1
k —
() =)
de duas maneiras distintas: usando a férmula de combinacdo e usando um ar-
gumento combinatorio.

Exercicio 2.4.3. Prove que

Dica: considere n pessoas. Conte o numero de comissées compostas por k pes-
soas, sendo que uma comissao deve ter um presidente.

()= (.2)

de duas maneiras distintas: usando a féormula de combinacédo e usando um ar-
gumento combinatoério.

Exercicio 2.4.4. Prove que

Dica: considere um grupo de n pessoas. Faca uma bijecao entre o conjunto das
comissdes com k pessoas e o conjunto das comissées com n — k pessoas.

Exercicio 2.4.5. Em um certo hospital, trabalham os seguintes funcionarios:

Sara Dores da Costa: reumatologista
Ind Lemos: pneumologista

Ester Elisa: enfermeira

Ema Thomas: traumatologista

Ana Lisa: psicanalista

K. Godoi: proctologista

In&cio Filho: obstetra

Quantas filas podem ser formadas com esses funcionarios? De quantas ma-
neiras os funcionarios podem se sentar em torno de uma mesa redonda? De
quantas maneiras os funcionarios podem compor uma comissdo formada por
presidente, vice-presidente e suplente? De quantas maneiras os funcionarios
podem compor uma comissdo de trés pessoas sem distingdo de cargo?

(3) =2(3) +

de duas maneiras, usando a definicdo de combinacéio, e via um argumento com-
binatério.

Exercicio 2.4.6. Prove que
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Exercicio 2.4.7. Nas perguntas a seguir, assuma que os grupos nio tém nomes.

(a) De quantas maneiras podemos separar 12 pessoas em dois grupos de 6 pes-
soas? A resposta ndo é (7).

(b) De quantas maneiras podemos separar 30 pessoas em 6 grupos de 5 pessoas?

(c) De quantas maneiras podemos separar 30 pessoas em quatro grupos, sendo
dois grupos de 6 pessoas, e dois grupos de 9 pessoas?

Exercicio 2.4.8. Em um torneio de ténis com n jogadores, cada jogador joga com
todos os outros adversarios exatamente uma vez. Quantas séo as partidas neste
torneio?

Exercicio 2.4.9. De quantas formas podemos pintar as faces de um cubo se sdo
disponiveis trinta cores distintas, e ndo podemos pintar duas faces diferentes
com a mesma cor?

Exercicio 2.4.10. De quantas maneiras podemos pintar o paralelepipedo da Fi-
gura 2.20, cujas faces menores sdo quadrados congruentes e cujas faces maiores
sdo retangulos congruentes, usando n > 6 cores distintas, sem repetir cores?

Figura 2.20. Paralelepipedo.

Exercicio 2.4.11. Um homem tem 5 amigas e 7 amigos. Sua esposa tem 7 ami-
gas e 5 amigos. De quantos modos eles podem convidar 6 amigos e 6 amigas, se
cada um deve convidar 6 pessoas?

Dica: Regra da Soma ajuda.

Exercicio 2.4.12. Reveja a definicdo de relacéo e tipos de relacdo na Secédo 1.4.
Seja X um conjunto com n elementos. Quantas sdo as relagoes R em X tais que

(a) R é reflexiva?
(b) R é antirreflexiva?
(¢) R é simétrica?

(d) R é antissimétrica?
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(e) R é reflexiva e simétrica?

(f) R é antirreflexiva e simétrica?

(g) R é reflexiva e antissimétrica?

(h) R é antirreflexiva e antissimétrica?

Observacao 2.4.7. O leitor talvez tenha se perguntado algo como “e quantas
sao as relacoes transitivas?”. E também “quantas sido as relacoes de equivalén-
cia?”. O numero de relacoes de equivaléncia sera estudado mais a frente (veja o
Exercicio 3.1.15 e o Corolario 3.1.8). Ja a quantidade de relacoes transitivas néo
sera estudada aqui, veja [ 1 para mais informacoées.

Exercicio 2.4.13. Sejam a,b < n naturais. Considere 2n pessoas na fila de uma
sorveteria que oferece dois sabores, A e B. Dessas 2n pessoas, a pessoas preferem
o sabor A, b pessoas preferem o sabor B e as outras ndo tém preferéncia. Sao
entregues, de maneira aleatéria, n sorvetes do sabor A e n sorvetes do sabor B
as pessoas na fila. Mostre, das duas maneiras seguintes, que a probabilidade de
que todos saiam satisfeitos é
(2n7afb)
n—a

2n
()
(a) Colocando as pessoas na fila numa certa ordem e supondo que o sorveteiro
distribua os sorvetes de maneira aleatéria.

(b) Supondo que o sorveteiro distribua os sorvetes numa certa ordem e que as
pessoas cheguem aleatoriamente na sorveteria.

Exercicio 2.4.14. Encontre o erro na solucédo a seguir do problema: “De um
baralho, trés cartas séo retiradas ao acaso. Qual é a probabilidade de nao obter
ases?”

Solucéo: O total de casos é dado por (532). Para ndo se retirar um
ds na primeira carta, hd 48 possibilidades. Para ndo se retirar um ds
na segunda carta, hd 47 possibilidades. Para ndao se retirar um ds na

terceira, 46. Logo, a resposta é %

3

Exercicio 2.4.15. Mostre, por um argumento combinatério similar ao da Rela-
cao de Stifel, a chamada Identidade de Vandermonde:

<B ; V) - kz; (f) (pY k,) ~ (2.5)

Dica: Conte quantas sdo as comissoes de p pessoas escolhidas em um grupo de n
pessoas. Suponha que, neste grupo de n pessoas, ha B que torcem para o Bahia
e V que torcem para o Vitoéria.
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Exercicio 2.4.16. A formula do exercicio anterior, além de ser chamada de Iden-
tidade de Vandermonde, também é conhecida como Formula de Euler. A partir
dela, demonstre a chamada Féormula de Lagrange:

() () () =) - ().

Exercicio 2.4.17. Duas pessoas jogam, cada uma, n vezes uma moeda honesta.
Mostre que a probabilidade do numero de caras obtidas pelas duas pessoas ser

a mesma é igual a
1 (2n
220\ n )

Exercicio 2.4.18. Mostre, por um argumento combinatério, que

= 000 -

J+e+k=p
Exercicio 2.4.19. Mostre, por um argumento combinatério, que
n® = nn—1Mn-2)+3nn—-1)+n.
Exercicio 2.4.20. Mostre de duas maneiras, por inducdo e via um argumento
combinatorio, que
-1 +2-2143-3l+---+(n—=1)-(n—=1)! = nl—1.

Dica: para a prova via argumento combinatério, conte o nimero de permutacées
de {1,...,n} que tém alguma k-ésima entrada diferente de k. Note que uma
forma de contar tais permutacdes é separando-as de acordo com a primeira vez
que o numero que aparece na k-ésima entrada nao é o nimero £ (ou seja, as
anteriores sdo 1,...,k — 1, nessa ordem, e a entrada seguinte nao é k).

Exercicio 2.4.21. Prove de duas maneiras, por inducédo e via um argumento
combinatorio, que
2" —1 = 142444421,

Dica: conte o numero de subconjuntos néo vazios de {1,2,...,n}, separando-os
de acordo com o maior elemento.

Exercicio 2.4.22. Prove, por um argumento combinatoério, que
2:3942-3'42-3% 4+ +2.3"1 = 3"~ 1.

Exercicio 2.4.23. Prove a identidade

() ()

via um argumento combinatoério.

Dica: conte o nimero de comissoes de n pessoas escolhidas num grupo de n
professores de matematica e n professores de fisica, sendo que a comisséo deve
ter um presidente, e este deve ser professor de fisica.
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Exercicio 2.4.24. Prove que

0001 - ()

Exercicio 2.4.25. Mostre, fazendo contas, que

3)-7)

Agora prove o mesmo resultado via um argumento combinatério.
Dica: pense no conjunto de pares nédo ordenados de pares néo ordenados.

Exercicio 2.4.26. Trés vértices distintos sdo escolhidos ao acaso dentre os vér-
tices de um cubo. Qual a probabilidade de que estes trés vértices formem um
triangulo equilatero? Veja a Figura 2.21 para uma ilustracéo.

Figura 2.21. Exemplo de vértices formando um trian-
gulo equilatero.

Exercicio 2.4.27. Prove que

n+ 2 n n n
= +2 +
p+2 D p+1 p+2
de duas maneira distintas. Uma fazendo contas e outra seguindo um argumento

combinatoério semelhante ao da Relacéao de Stifel.

Exercicio 2.4.28. Mostre, por um argumento combinatério, que ), _, (Z) = 2",
Dica: conte o nimero de subconjuntos de {1,...,n}.

Exercicio 2.4.29. Prove que

(ZT—;)) - (Z) +3<p11) +3<pi2) ! (pi?)

via um argumento combinatério.
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Exercicio 2.4.30. Mostre que o produto de k£ nimeros consecutivos é sempre
divisivel por £!.

Dica: mostre que o quociente desejado é uma combinacéo.

Exercicio 2.4.31. Sejam m < k < n. Prove de duas maneiras, por um argu-
mento combinatoério e fazendo contas, que

n\(k\ (n\(n—m
k)J\m)  \m)\k—m)"
Exercicio 2.4.32. Quantas sio as funcgoes estritamente crescentes f: {1,...,m}

—{1,...,n}?

Exercicio 2.4.33. Prove, por um argumento combinatério, que

) -2

para qualquer ¢ € {0,..., M}.
Dica: conte quantos sdo os subconjuntos de M + 1 elementos do conjunto
{1,2,..., N + 1}, e no se esqueca da convencéo () = 0 para k > n.

Exercicio 2.4.34. Mostre que

(n —nk,k) - (k,nn— k) - (Z) - (ﬂg)

Para entender as duas notacdes acima a esquerda (referentes a permutacédo com
repeticao), veja a Observacao 2.2.4.

Exercicio 2.4.35. Seja n,nq,...,n; naturais tais que n; +ns+- - - +n; = n. Prove
a igualdade

ni, Mg, .. .y N n1 ng ns N

de duas maneiras, usando a definicdo de combinacéo e via um argumento com-
binatoério.

2.5 Combinacoes com Repeticao
Problema 2.5.1. Uma fabrica produz 4 tipos de bombons que sdo vendidos em

caixas de 10 bombons (podem ser de um mesmo tipo ou ndo). Quantas caixas
diferentes podem ser formadas?
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Solucdo: Fagamos uma bijecéo entre cada escolha possivel e uma configuracgao
de “palitinhos e sinais de mais”. Por exemplo,

[T+

representa dois bombons do tipo 1, trés do tipo 2, trés do tipo 3 e dois do tipo 4.
Note que séo apenas trés sinais de mais. Por que néo colocar sinais de mais nos
extremos? Simplesmente porque néo é necessario. Pense, por exemplo, como se
faz a separacéo silabica de uma palavra de quatro silabas: per-mu-ta-¢cdo. Sao
necessarios apenas trés hifens.

Agora que temos uma bijecdo, pela Proposicdo 1.3.1 sabemos que o nimero
buscado é o de permutacoes de 10 + 4 — 1 = 13 objetos com repeticdo de 10 e
4—1 = 3. Pela Proposicao 2.2.3 a respeito de permutacdes com repeticdo, obtemos
como resposta ot .

O

Proposicao 2.5.2. O niimero de maneiras de escolher k objetos dentre n tipos
possiveis de objetos é igual a

Note que, no enunciado acima, foi assumido implicitamente que ha pelos me-
nos k objetos disponiveis de cada tipo.

Demonstracdo. O argumento é exatamente o mesmo do problema anterior. Pri-
meiro notamos que cada possivel escolha corresponde a uma solucéo, em inteiros
ndo negativos, da equacao

Tt Te b tm, = k, (2.6)

onde z; representa o numero de objetos do tipo i escolhidos. Dai, para calcular o
numero de solucdes da equacao acima, fazemos a bijecao citada com o conjunto
das permutacoes (com repeticdo) de k£ palitinhos e n — 1 sinais de mais, cuja
quantidade total é dada por
(k+n-—1)!
El(n —1)!
O

n

Note a semelhanca nas notacdes (}) e (), a qual é intencional. O simbolo
(Z) denota o total de maneiras de se escolher k objetos dentre n objetos distintos,
e o simbolo (}) denota o total de maneiras de se escolher k objetos dentre n tipos

de objetos disponiveis.

Exemplo 2.5.3. Quantas séo as solucées em inteiros ndo negativos de

r+y+z4+w =107 (2.7
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Para encontrar a resposta, é mais pratico usar a ideia de bijecdo com palitinhos
e sinais de mais do que decorar a formula da Proposicdo 2.5.2. Recorde que
cada solucdo em inteiros nao negativos correspondera a uma permutacéo de 10
palitinhos e 3 sinais de mais. Por exemplo,

[T+ +

representara a solucdo (4,6,0,0) para a equacdo (2.7). Como bije¢do preserva
cardinalidade (veja a Proposicdo 1.3.1), concluimos que a quantidade de solucoes
de (2.7) em inteiros nao negativos € igual a quantidade de permutacées de 13
objetos com repeticdo de 3 e 10 objetos, o que nos d& como resposta

13\ 13l
10,3/ 1013!°

Exemplo 2.5.4. Quantas sdo as solucoes, em inteiros ndo negativos, de
r+y+z < 107 (2.8)

Uma possibilidade é resolver x+y+2z = k parak =0, ..., 10 e somar as respostas.
Isto nos daria uma resposta correta, porém, relativamente grande, dada por
uma soma de onze parcelas. Em vez disso, trataremos de fazer uma mudanca de
variaveis que nos ajude a resolver mais facilmente o problema.

Observe que x +y + 2 < 10 implicaem =z +y + 2z =t com 0 < ¢t < 10, pois z, y e
z sdo nao negativos. Dai, temos que

r+y+z—t =0, com0<t<10.

Queremos transformar esta equacéo em algo parecido com a equacgédo para a qual
sabemos contar as solugoes, ou seja, algo como (2.6). Nesse sentido, vamos somar
10 a ambos os membros da equacgédo acima, obtendo

r+y+z+(10—t) = 10, com0 <t <10.

Facamos agora a mudanca de variaveis w = 1 — ¢ e note que 0 < ¢ < 10 equivale
a dizer que 0 < w < 10, o que nos da

r+y+z+w = 10, com0<w<10.
Como z, v, z sS40 ndo negativos, isso equivale a
r+y+z+w = 10 (2.9)

com x,y, z, w inteiros ndo negativos. Resumindo, temos uma bijecdo entre o con-
junto das solugoes de (2.9) em inteiros ndo negativos e o conjunto das solucoes
de (2.8) em inteiros nédo negativos. Pelo Exemplo 2.5.4, a quantidade de solucées
em inteiros ndo negativos de (2.9) é igual a 3%,, que é a resposta do problema,
dado que bijecao preserva cardinalidade, veja a Proposicao 1.3.1.
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Exercicios

Exercicio 2.5.1. De quantas formas podemos pintar 24 bolas idénticas com as
cores ciano, magenta e ocre?

Exercicio 2.5.2. Quantas sdo as solugoes em inteiros nédo negativos de
r4+y+z+w = 287

Exercicio 2.5.3. Quantas sdo as solugoes em inteiros positivos de
r+y+z+w = 287

Exercicio 2.5.4. Quantas séo as solucdes em inteiros nédo negativos de
r+y+z+w < 287

Exercicio 2.5.5. Quantas sio as solucdes em inteiros nédo negativos de
r+y+z+w < 287

Exercicio 2.5.6. Quantas sdo as solugdes em inteiros nédo negativos de

U<z+y+z4+w < 287

Exercicio 2.5.7. Mostre que

)=o)+

de duas maneiras, fazendo contas e via um argumento combinatério. Note que a
formula acima é um analogo da Relacido de Stifel para combinacgées com repeti-
cao.

Exercicio 2.5.8. Mostre de duas maneiras, via a formula de combinacédo com
repeticdo, e via uma bijecédo entre conjuntos, que

(:) - G2)-

Dica: para a bijecdo, transforme palitinhos em sinais de mais e sinais de mais
em palitinhos!

Exercicio 2.5.9.

(a) De quantas maneiras podemos distribuir & particulas distintas em n niveis
de energia distintos? (Esta distribuicdo de particulas em niveis de energia
é chamada, em Fisica, de estatistica de Maxwell-Boltzmann ou distribuicdo
de Maxwell-Boltzmann).
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(b) De quantas maneiras podemos distribuir k£ particulas indistinguiveis em n
niveis de energia distintos? (Esta distribuicdo de particulas em niveis de
energia é chamada, em Fisica, de estatistica de Bose—Einstein ou distribuicdo
de Bose-Einstein).

(c) De quantas maneiras podemos distribuir i particulas indistinguiveis em n
niveis de energia distintos se cada nivel pode conter no maximo uma parti-
cula? (Esta distribuicdo de particulas em niveis de energia é chamada, em
Fisica, de estatistica de Fermi—Dirac ou distribuicdo de Fermi—Dirac).

Exercicio 2.5.10. Uma fabrica produz caixas contendo 20 bombons e 10 balas.
Ha 6 tipos de bombons disponiveis e 3 tipos de balas. Qual o numero de caixas
distintas que a fabrica pode produzir?

Exercicio 2.5.11. Uma fabrica produz 10 tipos de balas. Um saco de balas vem
com pelo menos 20 balas, e no maximo 30 balas. Quantos diferentes sacos de
balas a fabrica pode produzir?

Exercicio 2.5.12. Encontre o erro na solucdo a seguir do problema: “De um
baralho, trés cartas sdo escolhidas com reposicdo. Qual a probabilidade de que
essas cartas sejam, em alguma ordem, o as de espadas, o rei de copas e a dama
de ouros?”

Solucao: O total de combinacoes de trés elementos, com repeticdo,
escolhidos dentre as 52 cartas, é (***}~") = (%)). Logo, a chance de se
retirar uma certa combinacgdo de trés cartas é 1/ (534), que é a resposta

do problema.

Exercicio 2.5.13. (OBM-2002). Jogamos 10 dados comuns (com 6 faces equi-
provaveis numeradas de 1 a 6). Calcule a probabilidade de que a soma dos 10
resultados seja igual a 20.

Exercicio 2.5.14. Prove que, para |z| < 1, vale

=) -x( )

k=0

Dica: Use a formula da soma de uma progressdo geométrica, e depois aplique
a propriedade distributiva (assuma que temos convergéncia das séries envolvi-

das).

2.6 Contagem Dupla

Contagem dupla refere-se a técnica de contar pares da forma (a,b) de dois mo-
dos: primeiro somar a quantidade de pares que existem para cada a, e depois
somar a quantidade de pares que existem para cada b. A igualdade entre os dois
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resultados (que sdo a quantidade total de pares) nos fornece entédo informacao
util para resolver problemas de contagem.

De modo mais rigoroso, considere um conjunto de pares ordenados C C A x B.
Logo, para contar quantos elementos tem o conjunto C, podemos contar, para
cada a € A, quantos pares ordenados da forma (a, b) pertencem a C. Ou podemos
contar, para cada b € B, quantos pares da forma (a, b) pertencem a C. Em resumo,

Cl =Y H@b)eC:beBY =Y {ab)eC:acA}. (2.10)

a€A beB

Observamos ser muito comum confundir a ideia de contagem dupla com relacéo
de equivaléncia. Na verdade, contagem dupla tem a ver com contagem de pares,
como descrito acima e, em sua esséncia, tem a ver com o chamado Teorema de
Fubini, assunto de um curso de Teoria da Medida.

Figura 2.22. Icosaedro truncado.

Problema 2.6.1. Uma bola de futebol é feita costurando-se 12 pentagonos e 20
hexagonos regulares de mesmo lado, veja a Figura 2.22 para uma ilustracao.
Chamamos de juncdo a costura entre lados de diferentes poligonos. Quantas
juncoes tem a bola de futebol?

Primeira solucdo: Cada juncdo néo é nada mais do que uma aresta do poliedro
que forma a bola de futebol. Cada um dos vinte hexagonos tem seis arestas,
e cada um dos doze pentagonos, cinco. Logo, temos, por ora, um total de 12 x
5+ 20 x 6 arestas. Entretanto, nesta contagem, cada aresta foi contada duas
vezes, pois cada aresta pertence a duas faces. Logo, o nimero de arestas deve
ser metade do nimero anterior, ou seja, 12224206 — 180 — q(), O

A solucgao acima é correta, mas néo da a ideia de contagem dupla.
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Segunda solucdo: Seja A o conjunto de arestas do poliedro e seja B o conjunto de
faces do poliedro. Denote por C o conjunto de pares ordenados (a,b), tais que a é
uma aresta do poliedro e b é uma face do poliedro, sendo que a aresta a pertence
a face b.

O primeiro somatoério em (2.10) corresponde a quantas faces ha para cada
aresta. Bem, cada aresta pertence a duas faces. Logo, o primeiro somatério em
(2.10) é igual a 2z, onde = é o namero de arestas (que queremos calcular).

O segundo somatoério em (2.10) corresponde a quantas arestas ha para cada
face. Bem, temos dois tipos de faces, pentagonos e hexagonos. Cada pentagono
tem cinco arestas e cada hexagono, seis. Como séo 12 pentagonos e 20 hexagonos,
0 segundo somatoério em (2.10) é igual a 12 x 5 + 20 x 6 = 180. Igualando, temos
que 2z = 180, logo = = 90. O]

Note que a geometria do poliedro, ou seja, a forma como pentagonos e hexa-
gonos sdo encaixados, em nada importou na solucdo do problema. Vejamos outro
problema.

Problema 2.6.2. (OBM). O professor Piraldo aplicou uma prova de 6 questdes
para 18 estudantes. Cada questéo vale 0 ou 1 ponto; ndo ha pontuacées parciais.
Apoés a prova, Piraldo elaborou uma tabela como a seguinte para organizar as
notas, em que cada linha representa um estudante e cada coluna representa
uma questao.

Arnaldo |0 1 1 1 0 1
Bernaldo |1 0 1 0 1 1

Cernaldo |0 0 1 1 1 1

Tabela 2.1. Tabela de pontos obtidos pelos estudan-
tes.

Piraldo constatou que cada estudante acertou exatamente 4 questoes e que
cada questéo teve a mesma quantidade m de acertos. Qual é o valor de m?

Solugdo: Vamos contar a quantidade de pares (questdo, estudante) tais que a
questao foi respondida corretamente pelo estudante. Em outras palavras, vamos
contar o niumero de 1’s na Tabela 2.1. Para cada questéo, houve m acertos, logo
temos um total de 6m pares. Por outro lado, cada estudante acertou 4 questdes.
Portanto, temos um total de 18 x 4 pares. Igualando, 6m = 18 x 4 nos da m =
12. [
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Observamos que geralmente o passo mais dificil numa solucéo por contagem
dupla é descobrir qual é o par que deve ser contado.

Problema 2.6.3. Quantas diagonais tem um n-agono regular?

Solucdo: Este problema, na verdade, ndo tem a ver com contagem dupla, mas
com relacdo de equivaléncia, e esta presente nesta secdo para reforcar a dife-
renca entre as técnicas. Vejamos: seja X o conjunto de pares (u,v) tais que u e v
sdo vértices ndo vizinhos do poligono de n lados. Para escolher u, temos n possi-
bilidades. Escolhido u, temos n — 3 possibilidades para v. Dai, | X| = n(n — 3).
Por outro lado, uma diagonal no poligono pode ser associada tanto a (u,v)
quanto a (v,u). Assim, considere a relacdo de equivaléncia em X dada por
(u,v) ~ (z,y) se, e somente se, u = rev =y,ouu =y ev = z. Cada classe
de equivaléncia em X representa uma diagonal do poligono. Além disso, cada
classe de equivaléncia em X tem cardinalidade igual a 2. Portanto, pela Propo-
sicdo 1.5.4, o numero de classes de equivaléncia em X é igual a @, que é a
resposta do problema. ]

Exercicios

Exercicio 2.6.1. Quantas diagonais internas (que ndo pertencem a nenhuma
face) tem um icosaedro regular? Veja a Figura 2.23 para uma ilustracdo do
icosaedro regular.

Dica: temos que usar contagem dupla ou relacdo de equivaléncia?
Figura 2.23. Icosaedro regular.

Exercicio 2.6.2. Um truncamento de um poliedro é o processo de “cortar suas
pontas” usando planos. Assuma que os novos vértices originados por este pro-
cesso sao distintos (e que os planos néo se intersectam dentro do poliedro). Para
se ter uma ideia, vemos na Figura 2.24 o poliedro originado pelo truncamento de
um cubo. Calcule o nimero de arestas de:

(a) O poliedro originado pelo truncamento de um dodecaedro.

(b) O poliedro originado pelo truncamento de um icosaedro.
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Figura 2.24. Cubo e cubo truncado.

Exercicio 2.6.3. Prove a férmula (2.10) citada no texto.

Exercicio 2.6.4. Em um comité, cada membro pertence a exatamente trés sub-
comités e cada subcomité tem exatamente trés membros. Prove que a quanti-
dade de membros é igual a quantidade de subcomités.

Dica: conte o nimero de pares (membro, subcomité) tais que o membro pertence
ao subcomité.

Exercicio 2.6.5. Um mapa tem n cidades, e cada estrada liga duas cidades dis-
tintas. Suponha que de cada cidade partam d estradas. Quantas estradas tem
este mapa?

Exercicio 2.6.6. (IMO-1998). Num concurso, ha m candidatos e n juizes, onde
n > 3 en é impar. Cada candidato é avaliado por cada juiz, podendo ser aprovado
ou reprovado. Sabe-se que os julgamentos de cada par de juizes coincidem em
no maximo & candidatos. Prove que
k n—1

> .

m ~ 2n
Dica: imagine uma tabela e faca contagem dupla!
Exercicio 2.6.7. (IMC). Duzentos estudantes participaram de uma competicao
de Matematica. A prova tinha seis problemas, e que cada problema foi resolvido

por pelo menos 120 participantes. Prove que existem dois estudantes tais que
cada problema foi resolvido por pelo menos um deles.

Dica: Suponha que ndo houvesse tais estudantes. Imagine uma tabela, faca
contagem dupla, e chegue numa contradicgao.

2.7 Classes de Equivaléncia de Tamanhos Varia-
dos

Problema 2.7.1. Quantas pecas tem um jogo de dominé? Para quem nao sabe,
as pecas de um jogo de dominé séo retangulos divididos em dois quadrados, e
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dentro de cada quadrado ha um total de pontos que pode ir de 0 a 6. Veja a
Figura 2.25.

Figura 2.25. Ilustracdo de uma peca de dominé.

Solucdo: Este problema pode ser resolvido de diversas formas (jogadores inve-
terados de dominé certamente terdo esta resposta na ponta da lingua, sem pre-
cisar pensar). Usar uma relacdo de equivaléncia nos mostrara o caminho para
resolver outros problemas mais complexos.

Vamos considerar que em cada quadrado de uma peca de dominé ha um
ndmero do conjunto {0,1,2,3,4,5,6} correspondente ao total de pontos. Logo,
poderiamos pensar que o conjunto de pecas de dominé esta em bijecido com
X =1{0,...,6} x {0,...,6}, e teriamos | X| = 7> = 49 pecas. Mas esta ndo é a
resposta correta! De fato, se procedéssemos desta maneira, contariamos algu-
mas pecas duas vezes. Por exemplo, vejamos a Figura 2.26.

Figura 2.26. Elementos (1,0) e (0,1) em X.

Nesta figura, vemos uma mesma peca de dominé que foi contada duas vezes em
| X | = 49, uma vez como (1,0), e uma vez como (0, 1). A préoxima tentacéo é pensar
algo do tipo

“Como os dois elementos acima (1,0) e (0,1) representam a mesma
peca, diremos que (a,b) ~ (c,d) se os pares forem iguais, ou se a = d e
b = c. Isso nos dd uma relacdo de equivaléncia R em X. Cada classe de
equivaléncia de R representard portanto uma peca de domino. Como
cada classe de equivaléncia tem 2 elementos, invocando a Proposi-

cdo 1.54, o numero de pecas de dominé serd dado por
IXI _ 49 »

2 2

Ops, 49/2 nem sequer é um numero inteiro. Logo, o raciocinio acima esta
indubitavelmente errado. Mas onde, exatamente? As classes de equivaléncia de
R de fato representam, cada uma, uma peca de domind, essa parte esta correta.
O problema no argumento acima é que ndo podemos aplicar a Proposicédo 1.5.4,
pois as classes de equivaléncia de R ndo tém todas o mesmo numero de ele-
mentos! Por exemplo, {(0,1),(1,0)} é uma classe de equivaléncia de tamanho 2,



70 Capitulo 2. Contagem via Relacoes de Equivaléncia

mas os conjuntos unitarios contendo as chamadas “buchas” sdo todas classes de
equivaléncia de tamanho um, a dizer, {(0,0)},{(1,1)},..., {(6,6)}.

Tendo isso em mente, podemos contar corretamente quantas séo as classes
de equivaléncia de R. De tamanho 1, sdo 7 classes de equivaléncia, as quais
ja foram listadas acima. Para contar quantas sdo as classes de equivaléncia
de tamanho 2, basta encontrar quantos elementos de X pertencem a classes
de equivaléncia de tamanho 2, e dividir o resultado por 2. Bem, o nimero de
configuracoes de X que pertencem a classes de equivaléncia de tamanho 2 sera
49 — 7 = 42. Dividindo por 2, temos 42/2 = 21 classes de equivaléncia de tamanho
2. No total, temos 21 + 7 = 28 classes de equivaléncias, que é o nimero correto
de pecas do jogo de domino. ]

Problema 2.7.2. Uma roleta de seis compartimentos é pintada com trés cores,
azul, vermelho e branco, sendo permitida a repeticdo de cores. Mostre que o
numero de maneiras de fazer esta pintura é 130.

Solucao: Uma tentacéo é dizer que a resposta é 3°/6. Vejamos: podemos pintar
cada compartimento de trés maneiras, e a roleta tem seis compartimentos. Logo,
por um argumento similar ao de permutagdes circulares, obteremos 3°/6. Bem,
este nimero nem sequer é inteiro, pois 3° é impar e 6 é par! Portanto, ndo pode
ser a resposta correta.

Onde esta o erro no argumento acima? Novamente, a peca-chave é o fato das
classes de equivaléncia néo terem todas o mesmo tamanho. No caso de permuta-
coes circulares, todas as classes de equivaléncia de fato tinham tamanho n, mas
0 mesmo nédo acontece aqui. Definamos

X = {(al,ag,ag, a4, as,ag) ; Vi, a; € {branco, azul, Vermelho}} , (2.11)

que representa as possiveis pinturas da roleta numerando-se os compartimen-
tos. Pela Regra do Produto, temos que | X | = 3°. Se rodarmos a roleta, a pintura
ndo muda. Assim, consideraremos a relacdo de equivaléncia R em X obtida por
rotagdes. Por exemplo, as 6-uplas

r = (a17a2>a37a47a57a6) € y= (aQ,ag,a4,a5,a6,a1)

representam a mesma pintura, ou seja, pertencem a mesma classe de equivalén-
cia e, por isso, escrevemos z ~ y. Duas 6-uplas pertenceriao a uma mesma classe
de equivaléncia se uma 6-upla puder ser obtida a partir de rotagdes da outra.

Usando desenhos (assaz mais ilustrativos), vejamos algumas classes de equi-
valéncia, de variados tamanhos. De tamanho 1 temos apenas trés classes de
equivaléncia, que séo:

AVAYRYAVANSSY 19
VARV |

1A nomenclatura de pecas de dominé com os dois niimeros iguais varia muito conforme a
regido: sena, quina, quadra, terno, duque, as, zero, carroca, barata, carreta, carrilhéo, carretio,
bucha, dozéo, carrdao, bomba, dublé...
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De tamanho 2, temos apenas as seguintes trés classes de equivaléncia:

V- YO VAVAWAVAN I Y- V-

De tamanho 3, ha varias. Por exemplo:

entre muitas outras. E de tamanho 4 ou 5? Nao ha nenhuma, vejamos o porqué.
Suponha que = = (ay,as,as,a4,as5,a6) seja um elemento de X que pertenca a
uma classe de equivaléncia de tamanho 4. Ou seja, apds rotacionar quatro vezes
a configuracéo (ou seja, apds rotacionar 4 vezes de um angulo de 60°) obtemos
x novamente, e para 1, 2 ou 3 rotagdes, a configuracio obtida é diferente de
x. Bem, como apds quatro rotagoes obtemos x novamente, apds oito rotacdes
também obtemos z. Ja que estamos num circulo, rotacionar 8 vezes é mesmo
que rotacionar 2 vezes, pois 6 rotacdes é um giro de 360°, que nada muda. Assim,
acabamos de concluir que = volta a ser x apés 2 rotacées, contradicio.

Suponha agora que = = (ay, as, as, a4, as, ag) seja um elemento de X que per-
tenca a uma classe de equivaléncia de tamanho 5. Ou seja, ap6s rotacionar cinco
vezes a configuracio x (ou seja, rotacionar 5 vezes por um angulo de 60°) obtemos
x novamente, e para 1, 2, 3 ou 3 rotacgdes, a configuracdo obtida é diferente de x.
Ja que apods 5 rotacées da configuracdo = obtemos z, concluimos que a; = ag.
Da mesma forma, concluimos que ag = a5. E da mesma forma, concluimos que
as = a4 € que az = a, e que a, = a, ou sejam, sdo todos iguais e, portanto, a classe
de equivaléncia de = tem tamanho um, contradicao.

Observacao 2.7.3. Na préxima se¢do, com o auxilio de acdo de grupos, vere-
mos que o tamanho de alguma classe de equivaléncia é sempre um divisor do
numero de “movimentos”. No caso da roleta, os possiveis tamanhos séo 1, 2, 3
e 6, todos divisores de 6, que € total de movimentos da roleta (as seis rotacoes).
Para os exercicios desta secdo vocé pode assumir que o tamanho de uma classe
de equivaléncia é sempre um divisor do nimero de movimentos envolvidos.

Estamos interessados agora em descobrir quantas sdo as classes de equiva-
léncia de um certo tamanho k. Para isso, basta contar quantos sdo os elementos
de X que estdo nestas classes de tamanho k, e depois dividir o resultado por &
(veja o Exercicio 1.5.10).
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Para k = 1, sdo trés elementos. Dividindo por 1, temos

° -3
1
classes de equivaléncia de tamanho um.
Para k = 2, temos que escolher uma das trés cores para um compartimento,
e depois uma das duas cores restantes para o compartimento vizinho (os demais
compartimentos alternam as cores). Dividindo por 2, obtemos

3-2
22 _ 3

classes de equivaléncia.

Para k£ = 3, temos que compartimentos opostos devem ter mesma cor, o que
nos daria 3. Devemos, porém, subtrair as pinturas em que a roleta esta toda
de uma mesma cor, pois estas ja foram contados em k£ = 1. Isso nos da 33 — 3.
Dividindo pelo tamanho i = 3, obtemos

3 -3

= 8
3

classes de equivaléncia.

Finalmente, quantos sédo os elementos de X que estdo em classes de equiva-
léncia de tamanho 6?7 Quase todos. A maneira mais facil de contar isso é subtrair
de | X| = 35 as configuragdes que estdo nas outras classes de equivaléncia. Isso
nos da 3° — 3 — 3.2 — (3% — 3). Dividindo por 6, obtemos

30 —-3-6-—24
6

classes de equivaléncia de tamanho 6. Logo, no total, temos 3 +3 +8 + 116 = 130
classes de equivaléncia. O

= 116

Exercicios

Exercicio 2.7.1. Em Cuba é muito popular uma versdo similar ao do dominé
jogado no Brasil, a qual também utiliza pecas retangulares, mas cujos nimeros
vao de 0 a 9. Quantas pecas tem esta versio do dominé?

Exercicio 2.7.2. Um certo jogo de triminé usa pecas retangulares com trés na-
meros representados, que variam de 0 a 6 (veja figura abaixo). Quantas sdo as
pecas deste jogo?

Dica: Nao se esqueca de usar o bom senso. Quando dois desenhos distintos
correspondem a uma mesma peca deste triminé?
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Exercicio 2.7.3. As pecas de um triminé triangular tém nimeros que véo de
0 a 6 (podendo haver nimeros repetidos). A Figura 2.27 ilustra uma peca do
triminé.

Figura 2.27. Trimin6 triangular.

Quantas sdo as pecas de um trimino se:

(a) A ordem (horaria ou anti-horaria) como os nimeros estao dispostos importa?
Por exemplo, as pecas abaixo sdo distintas.

(b) A ordem (horaria ou anti-horaria) como os nimeros estdo dispostos ndo im-
porta? Por exemplo, os desenhos acima representam a mesma peca do tri-
ming.

Exercicio 2.7.4. Considere os algarismos indo-arabicos de 0 a 9, escritos com a
grafia da Figura 2.28.

I d-

Figura 2.28. Algarismos indo-arabicos.

Uma placa retangular com um numero de cinco algarismos com a grafia
acima caiu do poste (o nimero pode ter zeros a esquerda, como, por exemplo,
o numero 00001). Qual a probabilidade de que vocé possa dizer, com total segu-
ranca, qual era o nimero na placa?

Exercicio 2.7.5. Um hipotético jogo de hexaminé usa pecas retangulares com
seis numeros representados, que variam de 0 a 6 (veja figura abaixo). Quantas
sao as pecas deste jogo?
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767

Dica: A resposta néo é T + 7.

Exercicio 2.7.6. Seja n > 4 um natural. Suponha que seja possivel usar qual-
quer tipo de atomo dentre n diferentes tipos para formar uma molécula na dis-
posicdo de um tetraedro regular, veja a Figura 2.29.

Figura 2.29. Molécula com quatro atomos.

(a) Quantas sdo as diferentes moléculas que podemos formar, assumindo que
néo podemos repetir atomos?

(b) Quantas sao as diferentes moléculas que podemos formar, assumindo que
podemos repetir atomos?

Dica: para facilitar a contagem, classifique as classes de equivaléncia por
quantidade de atomos de cada tipo.

(c) Isomeros, grosso modo, sdo moléculas (espacialmente) diferentes, mas de
mesma composicdo quimica, veja um exemplo na Figura 2.30. Quantos séo
os pares de isomeros para este tipo de molécula? Vocé consegue imaginar
alguma conexéo entre isomeros e classes de equivaléncia?

Figura 2.30. Isomeros.
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Figura 2.31. Piramide regular de base quadrada:
neste problema, faces distintas podem ter a mesma
cor.

Exercicio 2.7.7. De quantas maneiras podemos pintar as faces de uma pira-
mide regular de base quadrada se estdo disponiveis n cores, e faces distintas
podem ter a mesma cor? Veja a Figura 2.31 para uma ilustracao.

Exercicio 2.7.8. Faca um exercicio analogo ao anterior, pintando os vértices da
piramide em vez das faces.

Exercicio 2.7.9.

(a) De quantas maneiras podemos pintar uma roleta de oito compartimentos
com n cores disponiveis, sendo n > 8, se ndo podemos repetir cores?

(b) De quantas maneiras podemos pintar uma roleta de oito compartimentos
com n cores disponiveis, sendo n > 1, se podemos repetir cores? Veja a Fi-
gura 2.32 para uma ilustracao.

Figura 2.32. Exemplo de pintura da roleta, sendo per-
mitido repeticédo de cores.

Exercicio 2.7.10. De quantas maneiras podemos pintar uma roleta de 10 com-
partimentos com n cores?



76 Capitulo 2. Contagem via Relacoes de Equivaléncia

Exercicio 2.7.11. De quantas maneiras podemos pintar uma roleta de p com-
partimentos com a cores, onde p é primo? Deduza a partir disso o Pequeno Teo-
rema de Fermat, o qual diz: “Se p é primo e a € N, entéo p divide a? — a”.

Exercicio 2.7.12. Seja p > 3 um nudmero primo e considere a,...,a, pontos
igualmente espacados sobre uma circunferéncia. Seja X o conjunto dos p-agonos
(poligonos de p lados) com vértices ay,...,a,, sendo que os poligonos néo preci-
sam ser convexos e cruzamentos de arestas sdo permitidos. Por exemplo, na
Figura 2.33, vemos todos os poligonos no caso p = 5.

ay a1 ai ay ai
as a9 as a9 as (05} as a9 as a9
Qg as ay as ay as Qg as ay as
a a1 a1 a aq
Qs az Qs a2 Qs a2 Qs a2 Qs a2
aqg as aq4 as a4y ag aq4 as aq4 ag
a1 a1
as Gz Qs a2
Qg Q3 ag as

Figura 2.33. Pentagonos.

(a) Mostre que | X| = p_‘

2p

(b) Considere agora a seguinte relacdo de equivaléncia em X. Dizemos que dois
p-poligonos em X sdo equivalentes se um pode ser obtido a partir de uma
rotacao do outro. Veja a Figura 2.33 e separe os poligonos para p = 5 em
classes de equivaléncia.

(c) Lembrando que p é primo, argumente porque as classes de equivaléncia em
X tém tamanho 1 ou p.

(d) Mostre que o numero de classes de equivaléncia é igual a

p_ p=1

!
p p—1
» + 5

)
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(e) Usando o item anterior, prove o Teorema de Wilson: “Se p é primo, entéo p
divide o nimero (p — 1)! + 1”.

Exercicio 2.7.13. De quantas maneiras podemos pintar as faces do prisma obli-
quo de base hexagonal se estdo disponiveis n cores, e faces distintas podem ter a
mesma cor? Veja a Figura 2.34 para uma ilustracao.

Figura 2.34. Prisma obliquo de base hexagonal. As
faces hexagonais sdo hexagonos regulares congruen-
tes e paralelas, e faces quadrangulares opostas sido
congruentes.

Dica: as classes de equivaléncia tém tamanho um ou dois.

Exercicio 2.7.14. De quantas maneiras podemos pintar as faces de uma pira-
mide ndo regular de base quadrada se estédo disponiveis n cores, e faces distintas
podem ter a mesma cor? Assuma que nenhuma das faces triangulares sdo con-
gruentes. Veja a Figura 2.35 para uma ilustracéo.

LRk

Figura 2.35. Piramide néao regular de base quadrada.

2.8 Grupos e Lema de Burnside*

Em problemas que envolvem mais simetrias do que simplesmente uma rota-
cao (como rotacio e reflexdo, ou movimentos rigidos no espaco, sobre os quais
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falaremos mais adiante), pode ser bastante cansativo aplicar o método da Se-
cao 2.7. Nesta secéo, que pode ser omitida numa primeira leitura, deduziremos
a férmula geral para problemas envolvendo classes de equivaléncia de tamanhos
variados, conhecida por Lema de Burnside, que se aplica facilmente a proble-
mas com simetrias quaisquer. Para clarear ideias, usaremos como referéncia o
mesmo problema da se¢do anterior:

Problema 2.8.1. De quantas maneiras pode-se pintar uma roleta de seis com-
partimentos, dispondo apenas das cores branco, azul e vermelho?

Para resolver este problema, precisaremos da nociao de grupo. Antes, vale a
pena esclarecer: uma operacdo * em um conjunto GG é simplesmente uma funcao
x: G x G — G. Como exemplos de operagoes famosas, temos a soma de nimeros
(naturais, inteiros, racionais, reais, complexos), a subtracio, o produto, etc. Tal
qual fazemos com estas operacoes citadas, dados a,b € G, escreve-se a * b para
denotar o elemento em G que é a imagem do par (a,b) pela operacéo .

Definicao 2.8.2. Um grupo G é um conjunto munido de operacéo * que satisfaz
as seguintes propriedades:

(a) (Associatividade) Para todos a,b,c € G, vale a* (bxc) = (a*b) * c.

(b) (Elemento neutro) Existe um elemento ¢ € G tal que a xe = e * a = a para
todo a € G.

(c) (Elemento inverso) Todo elemento a possui um chamado elemento inverso,
denotado por ¢ !, tal que axa ! =alxa=cec.

Além disso, se a x b = b * a para todos a,b € G, dizemos que o grupo é comutativo
ou abeliano.

Grupos aparecem por toda a Matematica. Como a definicédo de grupo envolve
uma operacio, e muitos conjuntos tém mais de uma operacdo definida (como o
conjunto dos nuimeros reais, por exemplo), é comum escrever (G, ) para enfati-
zar qual operacéo estamos considerando. Vejamos alguns exemplos classicos de
grupos.

Exemplo 2.8.3. Temos que:
* (C,+) é um grupo (comutativo).
[ ]

R, +) é um grupo (comutativo).

(
* (Q,+) é um grupo (comutativo).
(

Z,+) é um grupo (comutativo).

o7, & {n € Z : n = 2k paraalgum k € Z} é um grupo (comutativo) com
respeito a soma. Em outras palavras, o conjunto dos inteiros pares é um
grupo considerando a operacdo de soma.
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(
(

* (R\{0}, x) é um grupo (comutativo).
(Q\{0}, x) é um grupo (comutativo).
(

C\{0}, x) é um grupo (comutativo).

({0},+) e ({1}, x) sdo grupos (finitos, comutativos, um pouco sem graca,
mas com sua importancia).

¢ O conjunto das matrizes n x n com entradas reais e determinante ndo nulo
(ou seja, inversiveis) é um grupo (ndo comutativo) com respeito ao produto
de matrizes.

* O conjunto S, = {¢ : {1,...,n} = {1,...,n} : ¢ ébijecdo } é um grupo
(finito, ndo comutativo) com respeito a operacio de composicédo de funcoes
(este é o chamado grupo de permutacoes).

* Dado n € N, defina a bijecdo ¢ : {1,...,n} — {1,...,n} por ¢¥(1,...,n) =
(n,1,2,...,n —1). O conjunto C,, = {¢, M, ... 4™} é um grupo (finito,
comutativo) com respeito a operacdo de composicido de funcoes (este é o
chamado grupo ciclico).

No caso do Problema 2.8.1, o grupo em questéo é o grupo finito consistindo
das rotacées de multiplos de 60°, que chamaremos de G = {go, ¢1,--..,95}, onde
go € uma rotacao de 0°, g; uma rotacéo de 60°, go uma rotacdo de 120°, g3 é uma
rotacao de 180°, g, € uma rotacéo de 240° e g5 € uma rotacéo de 300°. Neste grupo,
a operacéo € a composicdo de rotagoes. Por exemplo, g1 * g1 = g2 € g4 * g2 = o,
pois uma rotacio de 360° é o mesmo que uma rotacdo de 0°. Note também que
que este grupo GG é comutativo e que seu elemento neutro é g,. Vejamos agora a
definicdo de subgrupo.

Definicao 2.8.4. Seja (G, *) um grupo. Dizemos que H é um subgrupo de G se
H é um subconjunto de G tal que (H, *) também é um grupo.

Por exemplo, (Z,+) é um subgrupo de (Q, +), (Q,+) é um subgrupo de (R, +)
e (R,+) é um subgrupo de (C,+). Outro exemplo, o grupo ciclico C,, € um sub-
grupo do grupo de permutacgoes S, (alids, em certo sentido, todo grupo finito é
um subgrupo do grupo de permutacgoes S,, para algum n € N, mas isso é assunto
para um curso de Algebra).

No caso da grupo de rotacoes de multiplos de 60°, note que H; = {go}, Ha> =
{90,93}, Hs = {90,92,94} € Hy = G séo (todos os) subgrupos do grupo G =
190, 91, 92, 93, 94, g5 }-

Apesar de possuir uma demonstracio relativamente simples (que usa basi-
camente a nocdo de relacdo de equivaléncia!), o resultado a seguir a respeito de
grupos e subgrupos é de grande importancia.
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Teorema 2.8.5. (Teorema de Lagrange). Seja G um grupo finito e H um sub-
grupo de G. Entdo |H| divide |G/|.

'« y € H. Mostremos

Demonstracdo. Defina a relacdo ~ em G por = ~ y se x~
que esta relacéo é de equivaléncia.

A reflexividade se deve ao fato que 27 'z = ¢ € H, pois H é subgrupo (em
particular, é um grupo). Assim, x ~ x para todo z € G.

Se x ~ y, entdo x~ ' xy € H. Como H é grupo, entdo (z~! xy)~! € H. Como
(x7' % y)~t =y~ x 2 (verifique), concluimos que y ~ z, logo a rela¢do é simétrica.

Serxr~yey~z,entdortxyc Hey 'z c H. Como H é grupo, temos que
a operacao de dois de seus elementos é também um de seus elementos. Ou seja,
(z7'xy)* (y ' x 2) € H. Usando associatividade, elemento inverso e elemento
neutro, concluimos que 2! * z € H, ou seja r ~ z e, portanto, a relacéo é transi-
tiva. Assim, como a relacédo é reflexiva, simétrica e transitiva, é uma relacéo de
equivaléncia.

Pela Proposicao 1.5.2, sabemos que as classes de equivaléncia constituem
uma particdo do conjunto em questdo. Sejam portanto [aq],...,[a,] classes de
equivaléncia disjuntas tais que sua unido é GG, onde a4, ..., ay, sdo certos elemen-
tos de (G. Nosso objetivo agora é provar que todas estas classes de equivaléncia
tém cardinalidade igual a |H|. Dado a € G, considere agora a funcgéo

0o H — [a]

T a*xx.

Comecemos mostrando que ¢, esta bem definida. Ou seja, mostremos que,
para qualquer = € H, é verdade que p,(x) € [a]. Para isto, basta notar que
alx(axz)=12€ H,logo axx ~ a, ouseja, a*z € [a], como queriamos.

Afirmamos agora que ¢, € uma bijecado. Comecemos pela injetividade. Se
©0a(T) = ¢a(y), entdo axz = a xy. Multiplicando ambos os membros da igualdade
anterior por a~!, concluimos entdo que = = y, que implica que ¢, é injetiva. Para
mostrar que ¢, € sobrejetiva, seja y € [a]. Logo, por defini¢do, y ~ a, ou seja,
y'xa € H. Como H é subgrupo, (y '*a)”! € H, ouseja, a ' xy € H. E dai,
valatxy) =ax(a"txy) =y, logo o, é sobrejetiva. Assim, concluimos que ¢, é
bijecéo.

Voltemos as classes de equivaléncia [a4],...,[as]. Como ¢, é bijecdo, pela
Proposicéo 1.3.1, concluimos que |[a;]| = |H|parak =1,..., (. Como estas classes
de equivaléncia sido disjuntas e sua unifo é GG, pela Regra da Soma,

14 L

6l = [Ulal| = Y llal] = Y 1H1 = ¢|a.

k=1 k=1
Portanto, |H| divide |G]|. O
Para ilustrar o Teorema de Lagrange, observe que, no caso da roleta, os sub-

grupos de G = {go, 91, 92, g3, 94, g5 } listados anteriormente tém cardinalidade 1, 2,
3 e 6, que sdo divisores de 6 = |G|.
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Definicao 2.8.6. Uma a¢do de um grupo (G,x*) sobre um conjunto X é uma
funcédo que a cada ¢ € G e a cada x € X, associa um tunico elemento de X,
denotado por g - x, e que satisfaz as duas propriedades a seguir:

(a) Se e é o elemento neutro de GG, entéo e -z = = para todo x € X.

(b) Se ¢, e g, sao elementos de G, entéo, para todo = € X,
(g1%92) x = g1-(g2-2).

No caso da roleta, seja X = {(:pl,m2,x3, Ty, Ts, Tg) ; Vi, a; € {1,2, 3}}, o qual re-
presenta o conjunto das possiveis pinturas numerando-se cada compartimento,
sendo 1,2, 3 as possiveis cores. Pela Regra do Produto, temos que | X | = 36.

Observacao 2.8.7. O conjunto X representa o conjunto das pinturas nume-
rando-se os compartimentos e, por isso, seus elementos serdo chamados de pin-
turas numeradas, que nao devem ser confundidos com as pinturas da roleta, que
desejamos contar. Como veremos em um momento, varias pinturas numeradas
podem corresponder a uma mesma pintura da roleta.

No caso da roleta, a acdo do grupo G = {go, 91, 92, g3, 94, g5} sobre X sera a
seguinte: ¢; - ¢ correspondera a rotacdo de i x 60° da pintura numerada x. Por
exemp107 [ <I’1, Lo, T3,T4,Ts, ZL’G) = (LCG, T1,T2,T3, T4, 375)-

Definicao 2.8.8. Dada uma agdo de um grupo G sobre um conjunto X, podemos
definir a seguinte relacédo de equivaléncia R em X. Dados z,y € X, diremos que
x~yseexistege Gtalquey =g - .

Fica para o leitor verificar que a relacédo definida acima é, de fato, uma relacéo
de equivaléncia. No caso particular da roleta, duas pinturas numeradas serao
equivalentes se uma delas for uma rotacéo da outra.

Definicao 2.8.9. Dado um z € X fixo, chamamos de 6rbita de x sob G o conjunto
G - = de todos os elementos de X que se obtém a partir de ¢ - x variando g € G,
isto é:

G-z ={g-x:9€G}.
Observe que a drbita GG - x é exatamente a classe de equivaléncia que contém z.

Assim, com relacdo ao problema da roleta, o nimero que procuramos é o
numero de classes de equivaléncia, ou seja, o namero de 6rbitas! Para obté-lo,
sera necessario estudar a quantidade de solugdes (g,z) € G x X da equacéo

g-r = x (2.12)

fazendo uma contagem dupla (veja a Secdo 2.6). Ou seja, vamos contar o nimero
de solugoes de (2.12) de dois modos: primeiro contaremos quantos 2’s existem
para cada g, e depois contaremos quantos ¢’s existem para cada z.
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Para cada ¢ € G fixo, o conjunto dos elementos x € X que satisfazem a
equacdo (2.12) chama-se o fixador de g, que é denotado por fix(¢g). Em outras
palavras,

fix(g) = {reX:g-x=u}.

Para z € X fixo, o conjunto dos elementos ¢ € G que satisfazem a equacio
(2.12) chama-se o estabilizador de = em G, que é denotado por est(z). Em outras
palavras,

est(z) = {9 G: g-x=1z}.

Dai, por contagem dupla, concluimos que

> [fix(g)] = ) |est(x)|. (2.13)

gelG zeX

Deixemos (2.13) de lado por enquanto, e vejamos a seguir dois lemas que
serdo muito uteis.

Lema 2.8.10. Se z,, 1, € X estdo numa mesma orbita, entdo
|est(zq)] = |est(za)].

Demonstracdo. Se r,1, € X estdo numa mesma o6rbita, entdo z; = g - 5 para
algum g € G. Seja h € G. Dai,

h € est(r)) <= h-x1 =1
= h-(g-12) =g 12
< (hxg) - 22=g" 2
— (g ' xhxg) 1=,
< g xhx*g€est(zy).

Como a fungéo i — g~ 'xhx*g é uma bijecdo (verifique), concluimos que | est(z)| =
| est(x2)]. O

No caso da roleta, se x e y sdo pinturas numeradas em uma mesma orbita,
vale que est(x) = est(y), 0 que ndo acontece em geral. Esta questao sera discutida
nos exercicios.

Lema 2.8.11. Para qualquer x € X, vale que
lest(x)] - |G- x| = |G]. (2.14)

Demonstragdo. Comecamos afirmando que est(z) € um subgrupo de GG. De fato,
e € est(x), pois e - x = x pela definicdo de acdo de grupo. Se g € est(z), entdo
g-r = x, que implica em ¢! - (g-2) = ¢! - 7, que implica em z = g~ ' - z, logo
g~ € est(z). Temos, portanto, a propriedade do elemento neutro e do elemento
inverso. A associatividade, por sua vez, é imediata do fato que est(z) C G e que a
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operacéo em est(x) é a mesma operacdo que define o grupo G. Assim, acabamos
de provar que est(x) é subgrupo de G.

Pelo Teorema de Lagrange (Teorema 2.8.5), deduzimos entdo que |est(z)| di-
vide |G|. Para provar (2.14), falta mostrar que les‘t% é igual a |G - x|, que é o nu-
mero de elementos na 6rbita de x. Para provar isso, vamos usar o que chamamos
escolio, que é uma consequéncia niao do enunciado de um resultado (teorema,
lema, proposicao), mas de sua demonstracdo. No caso, usaremos um escélio da
demonstracio que apresentamos anteriormente para o Teorema de Lagrange.

Fixado =z € X, defina a funcédo f, : G — X por f.(g9) = g - z. Por definicéo, a
imagem de f, é a 6rbita de z. Logo, podemos escrever f, : G — G-x. Observe que
a condicdo para que dois elementos ¢;, g» do grupo G tenham a mesma imagem
pela funcao f, é

folgr) = fu(ge) &= qr-2=g2-x
= (g *g1)-v=1 <> g5 *g €est(x).

Note que a tultima condicédo acima é a que define a relacdo de equivaléncia pre-
sente na demonstracdo do Teorema de Lagrange, tomando o subgrupo 4 como
est(z). Em outras palavras, dois elementos g; e g, do grupo G pertencem a uma
mesma classe de equivaléncia se, e somente se, tém a mesma imagem por f,.
Isto implica que a quantidade de elementos na imagem de f, é exatamente o nua-
mero de classes de equivaléncia desta relacdo de equivaléncia. Voltando a prova
do Teorema de Lagrange, veja que o nimero de classes de equivaléncia € igual a
mlt%. Logo, concluimos que |G - z| = %, como queriamos. ]
Proposicao 2.8.12. (Lema de Burnside). 2 A quantidade de classes de equiva-
léncia sobre um conjunto X obtidas através da acdo de um grupo G sobre X é
dada por

mmzﬁZMM

geG

Demonstrag¢do. Escolhamos um elemento de cada érbita. Deste modo, seja {z, ...

um subconjunto de X tal que cada z; pertence a uma 6rbita (classe de equivalén-
cia) diferente e / = | X /R| é o nimero total de drbitas.

Agrupando os z’s que pertencem a uma mesma o6rbita, pelo Lema 2.8.10, te-
mos que

Z lest(z)| = |est(xy)| |G- xy|+ -+ |est(z)| - |G - x4],

reX

2Como acontece com certa frequéncia, o nome associado ao resultado néo é de seu autor. Em
seu livro sobre grupos finitos de 1897, William Burnside enuncia e prova este lema, atribuindo
sua autoria a Frobenius, no ano de 1887. Entretanto, tal formula era certamente conhecida
por Cauchy (em uma forma similar) desde 1845. Mais recentemente, tal lema aparece também
associado a Pélya. Por outro lado, ndo é a toa que o nome seja associado a Burnside: este, por
sua vez, provou varios resultados associados ao tema, veja o artigo [ 1.
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onde / é o numero de 6rbitas. Dai, pelo Lema 2.8.11, temos que

> lest(x)| = £-]G].
zeX
Pela contagem dupla (2.13), deduzimos entéo que
1
= Il
Gl =

concluindo a prova da proposicao. O

Agora que ja obtivemos a formula necessaria, voltemos a roleta. Para facilitar
o calculo da cardinalidade dos fixadores, veja o desenho abaixo:

as aq

Qy a9

Analisemos cada caso:

(a) go é a rotagao de 0°; logo, gy - @ = a para qualquer pintura ¢ € X. Dai,
| fix(go)| = | X| = 3°.

(b) ¢1 é arotacéo de 60°; logo, para que ¢, -a = a, devemos ter a; = ag, que ag = as
e assim por diante. Ou seja, a roleta deve estar pintada de uma tnica cor.
Portanto, | fix(g;)| = 3.

(c) g2 € arotacdo de 120°; logo, para termos ¢, - a = a, devemos ter a; = a5 = as e
ag = a4 = as. Pela Regra do Produto, | fix(gy)| = 32

(d) g3 é arotacao de 180°; logo, para termos g3 -a = a, devemos ter a; = a4, ag = as
e as = ay. Pela Regra do Produto, | fix(g3)| = 3°.

(e) g4 é a rotacao de 240°; logo, para termos g, - a = a, devemos ter a; = a3 = a5 e
as = ag = ag. Pela Regra do Produto, | fix(g4)| = 3%

(f) g5 é arotacao de 300°; logo, para termos g5 -a = a, devemos ter a; = as, as = a3
e assim por diante. Logo, a roleta deve ter uma tnica cor. Assim, |fix(gs)| = 3.

Portanto, o nimero de pinturas da roleta é dado por:

5
1 3 +3+324+32+32+3
X/R| = = fix(g;)| = = 130,
X/R| = 53 lfixs) -

que é a mesma resposta obtida na secéo anterior. Veremos a seguir uma aplica-
cdo do Lema de Burnside para contagem de pinturas de um poliedro. Comecemos
com uma nocao intuitiva do que é um movimento rigido.



2.8. Grupos e Lema de Burnside* 85

Definicao 2.8.13. (bastante informal). Denote por S C R? a superficie de um
poliedro. Um movimento rigido de um poliedro é uma bijecdo ¢ : S — S associada
a uma rotacio de um angulo § em torno de uma reta o em R3.

Caso o problema em questéo seja relativo aos conjunto V' de vértices do polie-
dro, representaremos o movimento rigido pela correspondente bijecdo ¢ : V — V
de seus vértices, que é simplesmente uma restricido de ¢ ao conjunto de vértices.
Analogamente, caso o problema em questao seja relativo ao conjunto de A de
arestas do poliedro, o0 movimento rigido sera representado pela bijecdo corres-
pondente de suas arestas, e caso o problema seja relativo ao conjunto de faces
do poliedro, usaremos a bijecdo correspondente de suas faces. Cada reta o como
acima sera dita um eixo de simetria, exceto no caso de uma rotacéo de 0°.

N&o entraremos em detalhes a respeito de uma definicdo rigorosa de mo-
vimentos rigidos, sendo suficiente para nossos fins a ideia intuitiva da Defini-
cao 2.8.13. Aceitaremos também que o conjunto dos movimentos rigidos é um
grupo com respeito a operacdo de composicio, e que temos uma acdo deste grupo
no conjunto das pinturas numeradas (de vértices, ou de arestas, ou de faces). Os
exemplos a seguir ajudarédo na compreensao.

Exemplo 2.8.14. A bijecdo ¢ : V — V dada por

d(v1) = vs, P(v2) =v7, P(v3) =vs, G(v4) = vs, (2.15)
P(vs) = v4, P(vs) = v3, P(v7) = va, @(vs) = vy, ’

representa um movimento rigido do paralelepipedo da Figura 2.36, o qual con-
siste em rotaciona-lo de 180° em torno da reta o que liga os centros das faces
V140805 € VoU3U7vg. Note que uma rotacdo de —180° corresponderia ao mesmo
movimento rigido. Por outro lado, a bijecdo ¢ : V — V

Y(v1) = vs, Y(v2) =v6, Y(v3) =12, Y(v4) =11,
P(vs) = vs, VY(vs) =vr, Y(v7) =wvs3, P(vs) = vy,

nao corresponde a nenhum movimento rigido. Podemos interpretar esta bije-
cao como associada a uma rotacdo de 90° em torno da mesma reta do exemplo
anterior. Esta reta oo € um dos eixos de simetria do paralelepipedo, mas a rota-
cdo de 90° em torno deste eixo “levaria faces quadradas em faces retangulares”,
portanto, nédo preservando a forma do poliedro.

Exemplo 2.8.15. A bijecao

d(v1) =v1, P(ve) =va, O(v3) =vs, @O(vs) = vs, (2.16)
P(vs) = v2, P(vs) =v3, O(v7) =v7, G(vs) = Ve, '

é um movimento rigido para o cubo, o qual corresponde a uma rotacao de 120° do
cubo em torno da reta que liga o vértice v; ao vértice v;, veja a Figura 2.37.
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Uy

Figura 2.36. Ilustracdo do movimento rigido ¢, que
corresponde a uma rotacdo de 180° em torno de uma
reta que liga centro de faces opostas. Note que o mo-
vimento rigido est4 unicamente associado a bijecao ¢.

U3

Figura 2.37. Ilustracdo do movimento rigido ¢ em
torno da reta determinada por v;v;. Note que vy é
levado em vy, v4 é levado em v5 e v5 é levado em v,.

Problema 2.8.16. De quantas maneiras podemos pintar os vértices de um cubo
se n cores estdo disponiveis, sendo permitido repetir cores?

Seja V = {vy,...,vs} o conjunto dos vértices do cubo, veja a Figura 2.38.

No caso do cubo, podemos listar os possiveis movimentos rigidos da seguinte
maneira: escolhemos primeiro aonde ira o vértice v;. Em seguida, escolhemos
uma das trés formas possiveis de escolher aonde irdo os vértices vizinhos de v,
(0 que determinara unicamente o movimento rigido). Por exemplo, no caso do
movimento rigido ¢, o vértice v; foi levado nele mesmo. Depois disso, havia trés
opgodes: o vértice vy podia ser levado nele mesmo, em v, ou em v5. No caso da
bijecéo ¢, o vértice v, foi levado em v,.

Pelo argumento acima, concluimos que ha 8 x 3 = 24 movimentos rigidos no
cubo. Outra forma de realizar a contagem de movimentos rigidos é usando as
faces. Fixe uma face, que denotaremos por F. Um movimento rigido consiste
em levar esta face F' na posicédo de alguma das seis faces (incluindo ela prépria)
e depois escolher uma das quatro rotacoes possiveis. Logo, obtemos novamente
um total de 6 x 4 = 24 movimentos rigidos para o cubo.

Seja X o conjunto de pinturas rotulando-se os vértices do cubo dispondo de n
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(%

Figura 2.38. Cubo com vértices rotulados.

Figura 2.39. Dois elementos em X que sdo equiva-
lentes, ou seja, representam a mesma pintura.

cores. Ou seja,
X = {(al,ag,...,ag) Vi, aiE{l,...,n}},

onde {1,...,n} representa o conjunto das n cores disponiveis. Diremos que dois
elementos em X sido equivalentes se for possivel levar um no outro através de
um movimento rigido do cubo. Por exemplo, as duas pinturas da Figura 2.39, que
usam somente as cores preto e branco, correspondem a elementos equivalentes
em X.

Em outras palavras, o conjunto de movimentos rigidos é um grupo que atua
sobre o conjunto X, e o numero de 6rbitas desta acdo de grupos é o nimero de
diferentes pinturas dos vértices do cubo. Logo, podemos usar o Lema de Burn-
side (Proposicéo 2.8.12) para realizar a contagem de diferentes pinturas. Iremos
agora classificar os 24 movimentos rigidos por tipo e calcular quantos elementos
ha no fixador de cada um deles.

(a) Identidade. Este movimento rigido ¢, na verdade néo faz nada, ele é o ele-
mento identidade do grupo de movimentos rigidos. Neste caso, | fix(¢g)| = n®.

(b) Rotacdo em torno de uma reta passando pelos centros de faces opostas. Neste
caso, temos trés eixos possiveis, e cada eixo tem trés rotacdes possiveis, de
90°, 180° e 270° (a rotacéo de 0° é a identidade, que ja foi considerada na letra
(a)). Portanto, temos 3 x 3 = 9 movimentos rigidos deste tipo, veja cubo a
esquerda na Figura 2.40 para uma ilustracio. Os fixadores de rotacoes de
90°, 180° e 270° tém n?, n* e n? elementos, respectivamente.
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Figura 2.40. A esquerda, rotacdo em torno de uma
reta passando pelos centros de faces opostas. Ao cen-
tro, rotacdo em torno de uma diagonal do cubo. A
direita, rotacdo em torno de uma reta passando pelos
pontos médios de lados diametralmente opostos.

(¢c) Rotacdo em torno de uma diagonal do cubo. Neste caso, temos quatro pares
de vértices diametralmente opostos, e para cada par de vértices deste tipo,
temos duas rotacoes, a de 120° e a de 240°. Logo, no total temos 4 x 2 = 8
movimentos rigidos deste tipo. Veja o cubo ao centro na Figura 2.40 para
uma ilustracao.

(d) Rotacdo em torno de uma reta passando pelos pontos médios de lados dia-
metralmente opostos. Neste caso, temos seis escolhas para pares de lados
diametralmente opostos, e para cada par de lados deste tipo, temos uma ro-
tacao, a de 180°. Logo, temos 6 x 1 = 6 movimentos rigidos deste tipo. Veja o
cubo a direita na Figura 2.40 para uma ilustracéo.

Como sabemos que contamos todos os movimentos rigidos na lista acima? Basta
notar que todos os movimentos listados sdo distintos, e que a soma é o total de
movimentos rigidos. De fato, 1 + 9 +8 + 6 = 24. Com esta classificacdo dos
movimentos rigidos, podemos aplicar o Lema de Burnside para calcular o total
de pinturas, veja o Exercicio 2.8.4.

Exercicios

Exercicio 2.8.1. Seja G um grupo e h € G. Mostre que ¢,: G — G dada por
on(g) = h™' % g x h é uma bijecdo (este tipo de funcdo chama-se conjugacdo).
Quantas sdo as conjugacoes de um grupo comutativo?

Exercicio 2.8.2. Seja G um grupo finito que atua sobre um conjunto finito X,
e sejam z e y elementos de X que pertengcam a uma mesma 6rbita. Assumindo
que o grupo G é comutativo, mostre que est(x) = est(y).

Exercicio 2.8.3. Usando a Figura 2.41 como inspiragdo, encontre um exemplo
de G grupo finito que atue sobre um conjunto X, com elementos =,y € X que
pertencam a uma mesma drbita e que satisfacam est(z) # est(y).
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Figura 2.41. Cubo com vértices coloridos.

Exercicio 2.8.4. Calcule os fixadores de todos os movimentos rigidos do cubo
(com respeito a pintura dos vértices) e aplique o Lema de Burnside para concluir
a solucéo do Problema 2.8.16.

Dica: Um teste rapido para ver se vocé errou alguma conta é verificar a formula
que vocé obteve para n = 1. Neste caso, s6 ha uma pintura, logo a formula
encontrada deve dar 1 como resposta. Mas cuidado, esse teste € uma condigao
necessaria para que a formula esteja certa, mas nao suficiente.

Exercicio 2.8.5. De quantas maneiras podemos fazer uma pulseira com seis
pedras preciosas dentre rubis, esmeraldas e diamantes? Assuma que a pulseira
possa entrar no braco nos dois sentidos.

Exercicio 2.8.6. De quantas maneiras podemos pintar as arestas de uma pira-
mide regular de base octogonal se estdo disponiveis n cores, e arestas distintas
podem ter a mesma cor?

Figura 2.42. Piramide regular de base octogonal.

Exercicio 2.8.7. Calcule o nimero de maneiras com que podemos pintar as faces
de um cubo com n cores disponiveis, podendo repetir cores.

Dica: Vocé nao precisa encontrar os movimentos rigidos, pois estes ja foram
descritos na solucao do Problema 2.8.16. S6 o que muda sao o espago X de
configuracdes e os fixadores correspondentes.

Exercicio 2.8.8. Calcule |fix(¢)|, onde ¢ € o movimento rigido definido em (2.16).
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Exercicio 2.8.9. Olhe para os desenhos da Figura 2.39. Qual é o movimento
rigido que leva um desenho no outro?

Exercicio 2.8.10. Quantos sdo os movimentos rigidos de um dodecaedro regu-
lar? Faca esta contagem de trés maneiras diferentes, via vértices, via faces e via
arestas. Veja na Figura 2.43 (lado esquerdo) uma ilustracéo de vértices, arestas
e faces do dodecaedro regular.

Figura 2.43. Arestas, vértices e faces de um dodecae-
dro regular e de um icosaedro regular.

Exercicio 2.8.11. Quantos sdo os movimentos rigidos de um icosaedro regular?
Faca esta contagem de trés maneiras diferentes, via vértices, via faces e via
arestas. Veja na Figura 2.43 (lado direito) uma ilustracao de vértices, arestas e
faces do icosaedro regular.

Exercicio 2.8.12.

(a) Quantos sdo os movimentos rigidos de um tetraedro regular? Faca a conta-
gem de trés maneiras, via faces, via vértices e via arestas.

(b) Descreva os movimentos rigidos de um tetraedro regular através de rotacoes
em torno de retas.

(¢c) Usando o Lema de Burnside, calcule o nimero de maneiras de pintar as
faces de um tetraedro regular usando n cores, sendo permitida a repeticéao
de cores.

Exercicio 2.8.13. Um poliedro regular P é dito dual de outro poliedro regular
() se podemos obter P ligando o centro das faces de (). Por exemplo, o octaedro
regular é dual de um cubo, veja a figura a seguir.
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(a) Qual é o poliedro dual de um tetraedro regular? Qual é o poliedro dual de
um octaedro regular?

(b) Seja P dual de (). Qual é a relacdo entre as pinturas das faces de P e as
pinturas dos vértices de )7

(c) Usando o item anterior e usando a ajuda de exercicios anteriores, calcule
sem fazer contas
i) O nimero de pinturas com n cores dos vértices de um octaedro.
ii) O ndmero de pinturas com n cores das faces de um octaedro.
iii) O nuimero de pinturas com n cores dos vértices de um tetraedro.

Exercicio 2.8.14. A figura a seguir ilustra uma bijecdo entre os vértices que
preserva as arestas, mas nédo é um movimento rigido!

Ug Ve

(a) Imagine que vocé tenha em maos um cubo igual ao cubo da esquerda. Como
conseguir o cubo da direita a partir dele de maneira pratica?

(b) Se considerarmos, além dos movimentos rigidos, também bijecées como ¥
que preservam distancias, mas ndo preservam orientacao, temos o chamado
grupo de simetrias do cubo. Quantos elementos tem o grupo de simetrias do
cubo? Quantos elementos tem o grupo de simetrias do tetraedro?

Exercicio 2.8.15. A Figura 2.44 representa uma estrutura na qual cada vértice
pode ser do tipo A, B ou C, e todos os angulos entre arestas sdo retos. Quantos
sao as diferentes estruturas que podemos criar?

Figura 2.44. Estrutura.
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CAPITULO 3

OUTRAS TECNICAS IMPORTANTES DE
CONTAGEM

Quando um problema de contagem envolve simetrias (repeticdo de elementos,
simetrias por rotacdo, reflexdo, etc.), faz sentido usar relacdes de equivaléncia,
como vimos no capitulo anterior. Contudo, ndo é sempre que simetrias estio
presentes de maneira explicita.

Neste capitulo apresentamos variadas e importantes técnicas de contagem.
Uma delas é o Principio de Inclusdo-Exclusido, que se faz necessario com mais
frequéncia do que a principio possa parecer (com o perdao do trocadilho). Outra
é a poderosa técnica de recorréncia, também chamada de equacéo de recorréncia
ou relacdo de recorréncia. Dentre as técnicas para resolucdo de equacoes de
recorréncia, veremos um método muito geral, que sdo as funcoes geradoras. Uma
ressalva: em Matematica, tudo pode se misturar. Assim, a possibilidade de que
multiplas técnicas sejam necessarias para resolver um problema nunca deve ser
excluida.

3.1 Principio de Inclusao-Exclusao

Apresentamos aqui o Principio de Inclusdo-Exclusdo, que é uma generalizacéo
da Regra da Soma, usado para contagem via separacdo em casos ndo disjuntos.
Comecemos com a situacédo mais simples possivel.

Proposicao 3.1.1. Sejam A e B conjuntos finitos, ndo necessariamente disjuntos.
Entdo |AUB| = |A|+ |B| - |AN B.

A intuicéo é a seguinte: quando fazemos |A| + |B|, estamos contando os ele-
mentos da interseccdo duas vezes. Logo, precisamos retira-los uma vez para
obter |AU B, veja o desenho no lado esquerdo da Figura 3.1. Uma demonstracéo
seria:
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Demonstracdo. Temos que
|JAUB| = |[AU(B—-A)| = |A|+|B—-A4], 3.1)

onde na ultima igualdade usamos a Regra da Soma, pois A e B — A sao disjuntos.
Novamente pela Regra da Soma, |B — A| = |B| — |B N A|. Substituindo isto na
igualdade (3.1), concluimos que |[AU B| = |A| +|B| — |AN B|. O

Figura 3.1. A esquerda, diagrama de Venn de dois
conjuntos A e B néo necessariamente disjuntos e a
direita, diagrama de Venn de trés conjuntos A, Be C
ndo necessariamente disjuntos. Se os conjuntos em
questdo ndo sao disjuntos, ndo podemos aplicar a Re-
gra da Soma.

Para trés conjuntos, a intuicéo é parecida: queremos calcular |AU BUC|. Na
soma |A|+|B|+|C| as interseccoes dois a dois aparecem repetidas, entdo bastaria
subtrai-las? Quase isso. Em |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC| a interseccéo
|AN BN C| dos trés conjuntos foi somada trés vezes e subtraida trés vezes. Logo,
ainda falta adicionéa-la, veja o desenho no lado direito da Figura 3.1 para uma
ilustracéo.

A B

A
a

C

Figura 3.2. Conjuntos 51,...,S7.
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Proposicao 3.1.2. Sejam A, B e C conjuntos finitos, ndo necessariamente dis-
juntos. Entdo

|JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|. (3.2)

1¢ Demonstracdo: Vamos decompor cada um dos conjuntos que aparecem em
(3.2) de acordo com os conjuntos ilustrados pela Figura 3.2, que sdo os seguintes:

Sy = A—(BUC), Sy = ANB-C, Sy = AnBncC,
S¢e = B—(AUC), S3 = BNC - A,
S; = C—-(AUB), Sy, = AnC - B.

Como 51, ..., .S; sdo disjuntos, aplicando repetidamente a Regra da Soma, temos
que

|A|+ |B|+|C|—|ANB|—|ANnC|—|BNC|+|AnBnNC|

= ([S1] + 92| + |Saf +[S5]) + (|S1] + [Sa| +Ss] + [S6]) + (IS1] + [Ss] + [Sa] +[57])
— (|S1’ + |52|) — (‘S1| + |S4‘) — (|S1‘ + |53|) + |51|

= |Sy| + |S2| + |S5] + |Sa| +1S5| +1S6| +1S7] = [AUBUC],

como queriamos. O

A prova anterior é clara. Porém, ndo nos da nenhuma pista de como genera-
lizar o resultado para mais conjuntos. Vejamos uma segunda demonstracéo:

2% Demonstracdo: Apliquemos a Proposicéo 3.1.1:

|JAUBUC| = [(AUuB)UC|
= |(AUB)|+|C| = |(AuB)NC|
= |(AUB)|+|C] = |(AnC)Uu(BNC)|.

Aplicando novamente a Proposicédo 3.1.1, agora no primeiro e no terceiro termo
da linha acima, obtemos

JAUBUC| = |A|+|B|—|ANB|+|C|—|ANC|—|BNC|+|[(AnC)N(BNC)|
= |A|+|B|+|C|-|ANB|—-|ANnC|—|BNC|+|ANnBNCY,

como queriamos. ]

Exemplo 3.1.3. Quantos sédo os nimeros entre 1 e 1000 (incluindo 1 e 1000) que
sao multiplos de 2, 5 ou 7?

Sejam A = {2,4,6,...,1000} o conjunto dos multiplos de 2 menores ou iguais
a 1000, B = {5,10,15,...,1000} o conjunto dos multiplos de 5 menores ou iguais
a 1000, e C' = {7,14,21,...,994} o conjunto dos multiplos de 7 menores ou iguais
a 1000. Nosso objetivo é calcular |[A U B U C|. Como os conjuntos A, B e C
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néo sdo disjuntos, ndo podemos usar a Regra da Soma. Usaremos, portanto, a
Proposicao 3.1.2.

Comecamos afirmando que o nimero de multiplos de um nimero £ de 1 a
1000 é igual a 19|, onde |-] é a funcéo piso, ou seja, |z é o maior inteiro menor
ou igual a z. Por exemplo, |3,1415| = 3. Para ver isso, basta dividir 1000 por
k, que nos da 1000 = gk + r, onde 0 < r < k — 1. Dividindo por k, concluimos
que 2 =g+ £. E como 0 < ; < 1, deduzimos que |5 | = ¢, que é 0 niimero
de multiplos de k de 1 a 1000 (1nclu1ndo 1000, possivelmente). Fica para o leitor
verificar que o argumento vale para um natural qualquer no lugar de 1000.

Pela férmula citada acima, temos que |A| = [1°] = 500, |B| = [*22] = 200
e |C] = [1%°] = 142. Além disso, como A N B é o conjunto dos multiplos de
10, temos que |A N B| = [19¢] = 100. Analogamente, |[ANC| = |[9%] = 71,

14
IBNC| =130 =28e |ANBNC|=|*R%] = 14. Aplicando a Proposicéo 3.1.2,

[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|
= 500 + 200 + 142 — 100 — 71 — 28 + 14 = 657.

A seguir, o caso geral:

Proposicao 3.1.4. (Principio de Inclusdo-Exclusao). Sejam A, ..., A, conjuntos
finitos. Entdo

U =214
k=1 k=1
- Z ’Akl mAk2|

1<k1<ka<n

+ Y AR N A, N A (3.3)
1<k <ka<k3<n

_ 3 | A, N Agy N Agy N Ay, |

1<k <ko<kz<ks<n

+ (=)™ HA NN A,

Antes de provar o Principio de Inclusdo-Exclusao, apresentamos uma forma
muito elegante e sucinta de se escrever (3.3), que é a seguinte:

Ul =20 3 N4

k=1 JC{l,.m}  jEJ
|J|=k

(3.4)

Talvez seja esse um momento apropriado para discutirmos o uso de reticén-
cias ou somatorios. O uso de reticéncias néo é errado em Matematica, desde que
esteja claro qual a sequéncia de termos é indicada pelas reticéncias, enquanto so-
matorios sdo claros a priori. Cada notacdo tem suas vantagens e desvantagens.
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Somas com reticéncias costumam ser mais claras, evidenciando um padréao. Por
outro lado, somatoérios sdo mais enxutos, facilitando manipulacgoes. Este é o caso
de (3.3) e (3.4) e deixamos que o leitor se convenca que a expressdo no mem-
bro direito de (3.3) e a expressdo no membro direito de (3.4) coincidem. Assim,
provar (3.3) é equivalente a provar (3.4).

Demonstracdo. Usando a formulacéo (3.4), faremos induc¢édo no nimero de con-
juntos seguindo a mesma ideia da segunda demonstracédo da Proposicéao 3.1.2.

Para n = 2, o resultado ja foi provado na Proposicdo 3.1.1. Assuma, portanto,
que (3.4) seja verdade para algum n > 2, e sejam A;,..., A, conjuntos finitos.
Usando a Proposicdo 3.1.1, observe que

n+1

Ul = [(Ua)oan
k=1

k=1

= (U el = (U a) e

k=1

(Ul Una o9
k=1 k=1

Aplicando a hipétese de inducéo no primeiro e no terceiro termo de (3.5), obtemos

Ul - (- >IN

)+ Hua

Note que, no primeiro somatoério acima, ha apenas interseccdes de conjuntos que
nao incluem A, .;, enquanto que, no segundo somatoério, todas as interseccoes
incluem o conjunto A4, ;. Com isso em mente, podemos concluir que

n+1

’UAk‘ _ _1)k—1

e, portanto, vale (3.4) para todo n > 2 pelo Principio de Inducéo. O

Na Secédo 4.2 sera apresentada uma segunda demonstracéo do Principio de
Inclusao-Exclusao. A seguir, vejamos algumas aplicagoes.

Uma permutacao dos numeros {1,...,n} é dita caédtica se todos os ntimeros
estdo fora de suas posicoes originais. Por exemplo, para n = 4, a permutacgao
2413 é cadtica, mas a permutacdo 2431 néo é, pois 0 numero 3 esta na terceira
posicgao.
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Proposicao 3.1.5. O niimero de permutacgdes cadticas dos ntimeros {1,...,n} é
dado por
1 1 1 1 (=1)"
I e B
D ”'(0! TR TR TR )

Demonstracdo. Seja A; o nimero de permutacées que tém o nimero i em sua
posicao original e note que estes conjuntos néo sédo disjuntos. Usando o Principio
de Inclusao-Excluséo, contaremos | Ui Ak | , que é o numero de permutacdes nao
cadticas. Depois calcularemos o nimero de permutacoes cadticas subtraindo este
numero do total de permutacées.

Se uma permutacao esta em A;, entdo o i-ésimo nimero estd em sua posicao
original. Para os demais, temos (n — 1)! escolhas. Logo, |A4;| = (n — 1)

Sejam ¢ # j. Se uma permutacdo estd em A; N A;, entdo os nimeros i e
j estdo em suas posicoes originais, e os demais em quaisquer posicées. Logo,
|A; N A;| = (n — 2)! e assim por diante.

Calculemos cada um dos somatérios que aparecem na formula (3.3). O pri-
meiro é

D Al = n-(n-1)! = nl
k=1

O segundo é
n n! n!
- (=92 = — " (p—92) = —
> AN Al = (2> (n—2)! = A 9] (n=2)t = 5.
1<k1<ko<n
O terceiro é
n n! n!
— (n—3 = — " (n—3) = =
> AL N AL N Al = (3) (n—3)! = 3] (n=3)! = 5,
1<ki<ko<ks<n
e assim por diante, até o ultimo termo, que é
n!
n:

Aplicando o Principio de Inclusao-Exclusao (Proposicao 3.1.4), temos que

m ! ! | !
‘UAk’:n!_&+&_&+...+(_1>"—1.%_

Como o total de permutacées é n!, temos que o nimero de permutacées caéticas
é dado por

n!l n!  nl n!
p— '— '— — —_— — — R — n_l . —
Dn = n! (" ST R TR n!)

n!l  nl nl n!
=nl-nl4+-—=+=+ -+ (=D

ol 31 T4 n!
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1 1 1 1 1 (=1)"
—n!(a—ﬂ+5—§+—+---+ o ) (3.6)
concluindo a demonstracéo. O

Observagéo Como 0! = 1, poderiamos fazer um cancelamento e escrever D, =
nl(g—g+g+-+ (_ =2). E costume colocar D,, no formato (3.6), comecando do
Zero, apenas por uma questao estética.

Proposicao 3.1.6. Sejam A e B conjuntos tais que |A| = ne |B| = k. Entdo o
niimero de funcoes sobrejetoras f: A — B éigual a

k
[k .

S (5) - i

=0 J

Demonstracdo. Denote por E; o conjunto de todas as funcées que néo tém o i-

ésimo elemento de B em sua imagem. Logo, |E;| = (k — 1)", |E; N E;| = (kK —2)"
para i # j, e assim por diante. Pelo Principio de Inclusdo-Excluséo, temos que

k k
|EyU---UEy| =k|E| — (2)|E1 N Ey| + <3)|E1 N Ey N Es]

+...+(_1)’f—1<k)|E1m...mEkI
:; () ="

0 que nos leva a concluir que

(FLU-UBY| = n = B U UB| - fj(—l)j(]?)%—j)”,

terminando a prova. O

Os Numeros de Stirling de segunda ordem, denotados por S(n, k), sdo defini-
dos como o nimero de maneiras de distribuir n objetos distinguiveis (numerados,
por exemplo, ou pessoas) em k urnas indistinguiveis de tal modo que néo haja
urnas vazias. Note que S(n,k) = 0 para k > n, pois, ao distribuir os objetos,
necessariamente alguma urna ficaria vazia.

Proposicao 3.1.7. O Numeros de Stirling de segunda ordem sdo dados por

nk:%i () - 3"
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Demonstracdo. Se a urnas fossem numeradas (distinguiveis), o nimero de ma-
neiras de distribuir n objetos distinguiveis nessas urnas, sem que haja urnas va-
zias, seria exatamente o nimero de funcoes sobrejetivas f: A — B, onde |A| =n
e |B| = k. Para ver isto, basta pensar que cada objeto a é um elemento do con-
junto A, e f(a) nos diz para qual urna este objeto deve ir, ou seja, B é o conjunto
das urnas (numeradas). Entretanto, as urnas séo indistinguiveis. O que fazer?
Usaremos a técnica de relacdo de equivaléncia, que ja foi aplicada repetidas ve-
zes no Capitulo 2.

Consideremos, por enquanto, que as urnas sejam numeradas. Seja X o con-
junto das maneiras de se distribuir os n objetos nas k£ urnas numeradas. Neste
caso, temos que

X| = Yy (Y-,

i J

pela afirmacao anterior. Definamos agora uma relacdo de equivaléncia em X.
Dois elementos em X, ou seja, duas distribuicoes de objetos nas urnas, se-
rao ditos equivalentes se for possivel obter uma configuracio a partir da outra
trocando-se os numeros das urnas. Por exemplo, considere 4 bolas e 3 urnas. A
Figura 3.3 mostra trés configuracées. A primeira é equivalente a segunda, mas
nao a terceira.

configuracéo x; ‘ ! ! \ ‘ ! !\

Urna 1 Urna 2 Urna 3
configuracao x, ‘ ! \ ‘ ! \

Urna 1 Urna 2 Urna 3
configuracéo x3 ‘ ! ! \ ‘ ! \

Urna 1 Urna 2 Urna 3

Figura 3.3. Trés configuracoes x, x5, 23 € X, sendo
que ry ~ To * I3.

Considerando esta relagdo de equivaléncia, cada classe de equivaléncia em
X corresponde a uma maneira de distribuir os n objetos distinguiveis nas k
urnas indistinguiveis. O numero de elementos em uma classe de equivaléncia é
o numero de maneiras de permutar as urnas, ou seja, k!. Assim, o nimero de
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. A . 4 X P
classes de equivaléncia sera dado por %, que é igual a

%g—m (B)w-ir

Ou seja, acabamos de concluir que

Sty = L3 1y (-,

=0
terminando a demonstracéo. O
Os Niimeros de Bell, denotados por B,,, sdo definidos como o nimero de ma-

neiras de particionar um conjunto com n elementos em subconjuntos néo vazios.
Por exemplo, o conjunto {1, 2,3} pode ser particionado das seguintes maneiras:

{1}, {2}, {3}} , {{1,2},{3}}, {{1}.{2,3}},
{{1,3},{2}}, {{1,2,3}}.

Portanto, B3 = 5. Como consequéncia do resultado anterior, temos:

Corolario 3.1.8. Os Numeros de Stirling de segunda ordem e os Numeros de
Bell sdo relacionados por

B, = ZH:S(n, k).
k=1

Demonstracdo. Basta notar que o nimero de urnas £ no Numero de Stirling de
segunda ordem corresponde a cardinalidade da particdo. Uma particdo de um
conjunto com n elementos pode ter cardinalidade de 1 até n. Pela Regra da Soma,
temos entdo que B, = ,_, S(n, k). O

Observacao 3.1.9. Alguns livros escrevem B, = > _;_,S(n, k), o que ndo muda
nada, pois S(n,0) = 0 para n > 1. Comecar de £ = 0 no somatério se deve a
convencdo (util para certos fins) que S(0,0) = 1e By = 1.

Exercicios

Exercicio 3.1.1. Numa sala ha 6 filas de 6 cadeiras. Nestas cadeiras ha o nome
de 36 alunos, um em cada cadeira. Estes 36 alunos chegam e sentam ao acaso.
Qual é a probabilidade de que em alguma fila todos se sentem na cadeira con-
tendo o seu respectivo nome?

Exercicio 3.1.2. Quantos sdo os numeros entre 1 e 100.000 (incluindo este ul-
timo) que sao divisiveis por pelo menos um desses nimeros: 7 ou 11?

Exercicio 3.1.3. Quantos sdo os inteiros entre 1 e 3000 que sio divisiveis por 2,
3 ou 5?
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Exercicio 3.1.4. Quantos sdo os anagramas de AAABBBCCC que néo tém trés
letras consecutivas iguais?

Exercicio 3.1.5. Em um certo restaurante, n cavalheiros chegam portando cha-
péu, casaco e bengala. Na saida, ha uma confusio, e estes objetos sao distribui-
dos uniformemente ao acaso. Qual a probabilidade de que nenhum cavalheiro
receba nenhum de seus pertences?

Dica: use a formula D,, para o nimero de permutacoes caéticas.

Exercicio 3.1.6. Calcule a probabilidade p,, do sorteio de um amigo secreto com
n pessoas dar errado. Usando a Formula de Taylor (Proposicao 3.4.10), mostre
que

limp, = 1—¢!.

n—0o0
Observacao: o resultado acima néo é intuitivo! Imagine realizar um amigo
secreto com um milhdo de pessoas. Seria muito provavel dar errado ou seria
muito provavel dar certo? Este problema mostra que a resposta nao é nenhuma

das duas.

Exercicio 3.1.7. Num certo grupo de pessoas, m delas estao de camiseta branca,
n delas estao de camiseta verde e k£ delas de camiseta azul. As pessoas se orga-
nizam ao acaso fazendo uma fila. Qual a probabilidade de que, para alguma cor,
todas as pessoas com camisetas dessa cor sejam vizinhas?

0

Figura 3.4. Bolas na posicéo correta.

Exercicio 3.1.8. Um certo jogo de bilhar se inicia com dez bolas de bilhar ar-
rumadas como mostra a Figura 3.4. Se arrumarmos as bolas ao acaso, qual a
probabilidade de que pelo menos uma fila (na horizontal) tenha todas as bolas
na posicao correta?

Exercicio 3.1.9. Seis casais se sentardo em uma mesa redonda. De quantas
maneiras é possivel dispor estas pessoas de modo que ninguém esteja ao lado do
seu par original?

Exercicio 3.1.10. Numa corrida da hipotética Formula-A ha 12 carros, sendo
trés de cada equipe (ou seja, ha 4 equipes). A largada é feita com trés colunas
paralelas de quatro carros. N&o é permitido que nenhuma equipe tenha seus
trés carros emparelhados numa mesma linha (dois sdo permitidos; trés nao). De
quantos modos a largada pode ser feita? Considere os carros distintos.
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Exercicio 3.1.11. Numa corrida da hipotética Férmula-B ha 12 carros, sendo
trés de cada equipe (ou seja, ha 4 equipes). A largada é feita com trés colunas
paralelas de quatro carros. N&o é permitido que nenhuma equipe tenha seus
dois carros emparelhados numa mesma linha (em colunas vizinhas; em colunas
separadas é permitido), e cada equipe deve ter exatamente um de seus carros
em cada coluna. De quantos modos a largada pode ser feita? Considere os carros
distintos.

Exercicio 3.1.12. Uma urna contém n bolas numeradas de 1 a n. As bolas séo
retiradas ao acaso, uma a uma, até esvaziar a urna. Se a k-ésima bola é retirada
na k-ésima extracdo, dizemos que houve um encontro. Qual a probabilidade de
que haja pelo menos um encontro?

Exercicio 3.1.13. Quantas sdo as fungoes f: {1,...,n} — {1,...,n} tais que a
equacéo f(k) = k tem solugdo?

Exercicio 3.1.14. Dado n € N, considere a funcdo ¢ de Euler, ou seja, ¢(n) é
igual a quantidade de nimeros entre 1 e n que sao coprimos com n. Por exemplo,
0s numeros naturais menores ou iguais a doze que sdo coprimos com 12 sio
{1,5,7,11}. Logo, ©(12) = 4. Seja

— (31 (82

a decomposicdo de n como produto de poténcias de primos distintos. Aplique
o Principio de Inclusdo-Exclusdo para provar que a funcdo ¢ tem a seguinte

expressao:
1 1 1
p(n) = n(l——)(l——)---(l——).
b1 P2 Pk

Exercicio 3.1.15. (a) Quantas sdo as possiveis relagoes de equivaléncia R com
exatamente k& classes de equivaléncia em um conjunto X com n elementos?

(b) Quantas sao as possiveis relacoes de equivaléncia R em um conjunto X com
n elementos?

(¢) Um esquema de rimas é uma sequéncia de n letras dentre n letras disponi-
veis, com possiveis repeticoes, indicando, em um poema de n versos, quais
versos devem rimar com quais versos. Por exemplo, para n = 5, ABABB é
um esquema de rimas, o qual indica que o primeiro verso deve rimar com o
terceiro, e o segundo, quarto e quinto versos devem rimar entre si. Note que
as letras em particular escolhidas nao importam. Por exemplo, ABABB e
CDCDD representam o mesmo esquema de rimas. Quantos sdo os possiveis
esquemas de rimas para um poema com n linhas?

(d) De quantas maneiras podemos distribuir n bolas numeradas em n urnas
idénticas?
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(e) Dizemos que n é um numero natural livre de quadrados se em sua fatoracéo
em poténcias de primos aparecem apenas numeros primos distintos. Por
exemplo, 30 = 2 x 3 x 5 é um numero livre de quadrados. Quantas sdo as
fatoracées de um numero livre de quadrados? Por exemplo, para n = 30, as
possiveis fatoracoes sdo 2 x 3 x 5,2 x 15,6 x 5,3 x 10 e 30.

Exercicio 3.1.16. Prove as chamadas Desigualdades de Bonferroni:

n l
Para ( impar, ‘ U Ak‘ < Z (—1)~ ‘ ﬂ A,
k=1 k=1 seln) T
n l
e para ( par, ‘ U Ak‘ > > (-t Yy ‘ 4.
k=1 k=1 Jc{1,...,n} jEJ

As desigualdades de Bonferroni podem ser resumidas de forma simples: trun-
cando a soma do Principio de Inclusdo-Exclusdo num sinal mais, temos uma
cota superior para a quantidade de elementos da unido. E truncando num sinal
menos, temos uma cota inferior.

Dica: E mais simples do que parece. Faca inducéo em ¢, mas em pares: mos-
tre que o par de desigualdades correspondentes a / e / + 1 implicara o par de
desigualdades correspondente a ¢/ + 2 e ¢ + 3.

Exercicio 3.1.17. (OBM-2004). Quantas triplas ordenadas (A, B, C') de subcon-
juntos do conjunto {1,...,n} existem para as quais ANBNC =0, ANB#Je
ANC # a7

3.2 Lemas de Kaplansky

Nesta secédo, estudaremos a questédo de contar o nimero de subconjuntos de um
certo conjunto que satisfacam a restricdo de ndo possuirem elementos vizinhos.
Comecemos com um problema simples para fixar ideias:

Problema 3.2.1. Quantos sdo os subconjuntos de trés elementos do conjunto
{1,...,8} que ndo tém elementos consecutivos?

Um exemplo de subconjunto assim é {1,4,7}. Para resolver esse problema,
primeiro fazemos uma bijecdo entre os possiveis subconjuntos e sequéncias de
zeros e uns, de oito entradas. Colocaremos um 1 se o elemento estiver presente
e 0 se ndo estiver. Por exemplo,

{1,4,7} +~ 10010010,
{2,4,6} +— 01010100,
{3,5,8} + 00101001
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Bem, nem todas as sequéncias de zeros e uns com oito entradas correspondem
a um subconjunto. E necessario que a sequéncia de zeros e uns tenha exata-
mente trés uns e que nao haja uns vizinhos. Facamos entéo outra bijecdo, agora
partindo das possiveis sequéncias de zeros e uns.

Cada sequéncia tem exatamente cinco zeros. Vamos desenha-los abaixo, co-
locando espacos entre os zeros e nos extremos também:

0 0 0 0 0

Em cada espaco podemos colocar um digito 1, ou néo colocar nada. Por exemplo,
se nao colocarmos nada nos trés primeiros espacos obteremos 00010101, que por
sua vez corresponde ao subconjunto {4, 6, 8}.

Logo, o nimero de possibilidades para tais subconjuntos é igual ao nimero
de maneiras de escolher quais dos seis espacos terdo um 1, que é (g)

Dizemos que um subconjunto A de um conjunto finito 2 é um p-subconjunto
se tem A tem p elementos.

Proposicao 3.2.2. (Primeiro Lema de Kaplansky). O niimero de p-subconjuntos

. . —p+1
de {1,...,n} sem elementos consecutivos é igual a f(n,p) = (n b )
p

Demonstracdo. Vamos repetir ipsis litteris o argumento do problema anterior.
Teremos entdao n — p zeros. Colocando espacgos entre os zeros e nos extremos,
teremos n — p + 1 espacos. Em cada espaco podemos colocar um 1 ou néo colocar
nada. Como sio p uns, temos de escolher p espacos dentre n — p + 1 para colocar
uns, sendo no maximo um 1 por espaco. Dai, obtemos (”_I’)’“). O

Uma observacédo: se p for grande o suficiente, nédo sera possivel escolher um
p-subconjunto de {1,...,n} sem elementos consecutivos. Para quais valores de p
existe pelo menos um p-subconjunto sem elementos consecutivos?

Como o nimero de p-subconjuntos é (”*ﬁﬂ), a resposta para esta questdo é
obtida simplesmente fazendo n — p+ 1 > p, que nos da p < ”T“ Isso também
motiva uma convencao util, que simplifica consideravelmente diversas formulas:
se k > n, entdo dizemos que

(”) = 0.
k

Reveja a Observacao 2.4.4 a respeito.

Proposicao 3.2.3. (Segundo Lema de Kaplansky). Considere o niimero 1 como
consecutivo do numero n. Entdo o numero p-subconjuntos de {1,...,n} sem ele-

. . n (n—p
mentos consecutivos é igual a g(n,p) := ( )
n—p p

Demonstra¢cdo. Vamos separar os p-subconjuntos em dois tipos. Os p-subcon-
juntos que tém o elemento 1 e os p-subconjuntos que nao tém o elemento 1.
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1?2 caso: Como o numero 1 esta presente no p-subconjunto, nem o nimero 2,
nem o numero n podem estar presentes, pois sdo vizinhos deste. Logo, precisa-
mos escolher outros p — 1 elementos do conjunto {3,...,n — 1}. Pela proposicdo
anterior, o nuimero de maneiras de se realizar tais escolhas é

fn—gp—1) = ((n—3);£p1—1)+1) _ (n;le>'

22 caso: Como o numero 1 ndo esta presente, precisamos escolher p elementos
do conjunto {2,...,n}. Pela proposicdo anterior, o nimero de maneiras de se
realizar tais escolhas é

o= () < (7).

Dai, somando os resultados de cada caso e fazendo algumas contas, obtemos

()07 - 507

Exercicios

Exercicio 3.2.1. De quantos modos podemos colocar 40 meninas e 10 meninos
em uma ciranda se meninos nao podem sentar juntos?

Exercicio 3.2.2. Quantos sédo os anagramas de uma palavra com 40 letras A, 50
letras B, 60 letras C' e 70 letras D que niao tém letras A adjacentes?

Exercicio 3.2.3. Quantos sdo os quadrilateros (convexos) cujos vértices sdo vér-
tices ndo adjacentes de um icosagono regular?

Exercicio 3.2.4. Quantas sédo as permutacgdes de {1,2,...,pn} que ndo tém mul-
tiplos de p adjacentes?

Exercicio 3.2.5. Mostre, por um argumento combinatério, que f(n + 1,p) =
fn,p)+ fln=1,p—1).

Exercicio 3.2.6. (IME). Doze cavaleiros estdo sentados em torno de uma mesa
redonda. Cada um dos doze cavaleiros considera seus dois vizinhos como rivais.
Deseja-se formar um grupo de cinco cavaleiros para libertar uma princesa, sendo
que nesse grupo nao podera haver cavaleiros rivais. Determine de quantas ma-
neiras é possivel escolher esse grupo.
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3.3 Recorréncia

Recorréncia (dizemos também relacdo de recorréncia, ou equacdo de recorréncia)
é uma técnica extremamente importante em contagem, muito devido a sua ge-
neralidade. Esta técnica, em palavras, consiste na estratégia de obter a resposta
do problema em questdo, que depende de um certo n natural, como funcéo da
resposta do mesmo problema para valores menores do que n. Nesta secao, ve-
remos como montar uma recorréncia associada a um problema de contagem, e
nas secoes seguintes estudaremos como resolver recorréncias. Comecemos com
exemplos.

pmmmm——
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CL3=3 (l4:5 CL5:8

Figura 3.5. Ilustracéo da arvore paran =0,...,5.

Exemplo 3.3.1. Um tipo de arvore é tal que cada um de seus galhos, apds dois
meses de existéncia, gera um novo galho e, a partir disso, gera um galho novo
todo més. No tempo inicial ¢ = 0 ha um galho, que esperara dois meses para
gerar o proximo. Esta arvore tera quantos galhos apés 11 meses?

Seja a,, o numero de galhos no més n. Como diz o enunciado, ¢y = 1. Além
disso, como este galho deve esperar dois meses para gerar um novo galho, temos
quea, =leay=1+1=2.
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Facamos alguns desenhos para ilustrar o crescimento dos galhos. Para cla-
rear ideias, vamos usar uma linha tracejada em cinza para um galho que acabou
de nascer, um alinha tracejada em preta para um galho com um més de idade, e
uma linha cheia em preto para um galho com dois meses de vida (ou mais), que
gera um novo galho a cada més, veja a Figura 3.5.

Queremos obter agora uma expressio geral para a, em funcédo de a,_1,
(p_2,...,a0. Bem, os galhos que estdo no tempo ¢t = n — 1 permanecem no més
seguinte, logo a, = a,_1 + N, onde N é o nimero de galhos novos criados no
tempo ¢ = n. Nem todos os galhos que estdo presentes no tempo t = n — 1 véo
gerar novos galhos em ¢ = n. Apenas os galhos que ja tém pelo menos dois meses
de vida gerarao novos galhos! Ou seja, apenas os galhos que estaoem ¢t = n — 2
gerardo novos galhos em ¢t = n. Assim, N = a,,_,. Ou seja, acabamos de deduzir
a recorréncia

Ap = Up_1+ Qp_o, YN >2,

apg = 1, (37)

661:1,

que é a famosa sequéncia de Fibonacci, ou sucessdo de Fibonacci. Na préxima
secio veremos como resolver equacgoes de recorréncia. Nesta secdo nos dedicare-
mos exclusivamente a encontrar a recorréncia para um dado problema.

Note que a recorréncia (3.7) nos permite gerar a sequéncia a,. A partir de q,
e a; obtemos ay; = a1 + a9 = 1+ 1 = 2, a partir de a; e a, obtemos a3 = a; + a; =
2 + 1 = 3 e assim por diante. Repare também que sdo necessarios dois valores
iniciais, pois o termo a,, depende de dois termos anteriores.

Observacao 3.3.2. Por vezes dizemos que a sequéncia de Fibonacci é 1,1, 2,3, 5,
8,13,21,... e por vezes iniciamos de zero, ou seja, dizemos que a sequéncia de
Fibonacci € 0,1,1,2,3,5,8,13,21... Este é apenas um detalhe que depende da
convenciao adequada. Em ambos os casos chamamos a sequéncia de sequéncia
de Fibonacci.

Exemplo 3.3.3. De quantas maneiras podemos colocar torcedores do Bahia, Vi-
toria e Feirense em uma fila de n cadeiras numeradas se torcedores do Bahia
néo podem se sentar ao lado de torcedores do Vitéria? Assuma que torcedores de
um mesmo time séo indistinguiveis.

Seja a,, a resposta do problema no caso de n cadeiras. Obtenhamos entao
uma recorréncia para a,. Para isso, vamos separar as possiveis configuracdes
de acordo com torcedor sentado na posicdo mais a esquerda (poderiamos tam-
bém ter escolhido a posicdo mais a direita). Representaremos cada torcedor pela
primeira letra de seu clube, B, F ou V.

Analisemos: se o primeiro torcedor é B entédo o torcedor ao seu lado é B ou
F. Analogamente, se o primeiro torcedor é VV entdo o torcedor ao seu lado é V'
ou F'. E se o primeiro torcedor é F', nao niao ha restricédo para o torcedor ao lado,
podendo ser B, F'ou V.
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Seja a,, a resposta do problema, que depende de n, a quantidade de cadei-
ras. Pela Regra da Soma, a, é igual a quantidade de sequéncias comecando
de B, mais a quantidade de sequéncias comecando de V, mais a quantidade de
sequéncias comecando de F.

A quantidade de sequéncias comecando de F' € a,_;, porque ha uma cadeira
a menos, e a presenca de F' nesta cadeira nao afeta como os torcedores podem se
sentar nas cadeiras seguintes.

Analisemos as sequéncias comecando de B: ao lado de B, deve haver B ou
F. Para BF, temos a,_, possibilidades. Para BB, temos que separar em dois
casos: ou a proxima letra é B, ou é F. Se for F', temos a,,_3 possibilidades. Se
for B, novamente separamos em dois casos e assim por diante. Para sequéncias
comecando de V, o argumento é analogo.

F Ap—1

B F Ap—2

vV F Ap—2

B B F (-3

vV Vv F, (n—3

B B B F Ap—a

Vv V F Up—a

B B B B B B B B B F ray
vov v v v vV vV V V F a4
B B B B B B B B B B F
vov v v v Vv v Vv V V F
B B B B B B B B B B B
vov v v v Vv v Vv V V V

Figura 3.6. Acima, cada linha representa um caso
distinto e a,_; denota o nimero de maneiras de pre-
encher as demais cadeiras. Note que esta separacao
em casos também poderia ter sido feita de acordo com
a posicao do torcedor F' sentado mais a esquerda, in-
cluindo os dois tltimos casos, nos quais néo ha torce-
dores do Feirense presentes.

Continuando com esta separacdo em casos que € ilustrada na Figura 3.6,
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podemos concluir que a,, satisfaz a recorréncia
@y = Apo1 +2(p-2+ apg + - +ar +2). (3.8)

Note que a igualdade (3.8) acima deixa uma certa ambiguidade a respeito da
igualdade no caso n = 2. Para evitar duvidas, escrevemos, portanto,

an = an_1 +2(@n-2+ ap3+---+a1+2), VYn>3,

as = a; + 4, 3.9)
a; = 3.
E importante frisar que a, depende de todos os termos anteriores ai, ..., an_1.

Podem-se obter diferentes recorréncias para um mesmo problema: e recorréncias
distintas podem ter diferentes graus de dificuldade de resolucdo. Busquemos
agora outra recorréncia para o problema acima.

Vamos chamar de f,, o nimero de sequéncias com n entradas que comecam
com F', e de g, o nimero de sequéncias com n entradas que comecam com B ou
V (estamos considerando em ambos os casos apenas sequéncias que satisfazem
a condicdo de nédo haver B ao lado de V). Seguindo um raciocinio similar ao
anterior, podemos verificar que

Jo=Jo1+Gn1, VYR 22
In =2fn-1+ Gn-1, Vn =2,
fi=1,
g1 = 2.

(3.10)

que é um chamado sistema de recorréncias. Note que a resposta do problema é
dada por f, + g, e, portanto, vale que a, = f, + g, onde a, é sequéncia definida
anteriormente em (3.9).

Exemplo 3.3.4. De quantas maneiras podemos cobrir uma caixa 2 X n com n
retangulos 2 x 1? Assuma que os retangulos 2 x 1 sdo idénticos, e que podem ser
colocados na vertical ou na horizontal.

Podemos separar as configuracdes em dois casos: olhando para o lado direito
da caixa, ou ha um retangulo em pé ou ha dois retangulos deitados, veja a Fi-
gura 3.7 para exemplos.

Figura 3.7. Duas formas para guardar os retangulos
numa caixa 2 x 7. Na maneira a esquerda ha dois
retangulos deitados no extremo a direita da caixa.



3.3. Recorréncia 111

No caso em que ha um retangulo em pé no extremo direito, sobra um retan-
gulo 2 x (n—1) a ser preenchido com retangulos 2 x 1, cujo nimero de possibilida-
des é a,_1. No caso em que ha dois retangulos deitados no extremo direito, sobra
um retangulo 2 x (n — 2) a ser preenchido com retangulos 2 x 1, cujo nimero de
possibilidades € a,_,. Pela Regra da Soma, deduzimos entdo que

Ap = Qp—1 + Qp_2, vn > 37
ay = 1,
a9 — 2,

que é a novamente a sequéncia de Fibonacci. Observe que poderiamos ter escrito
ap =1 e a; =1, 0 que corresponderia a mesma recorréncia.

Exemplo 3.3.5. Sao desenhadas n retas no plano. Qual é o nimero maximo de
regides que estas retas podem delimitar?

Facamos alguns casos particulares para ter uma ideia, veja a Figura 3.8.
Como deduzir a equacdo de recorréncia? Para isto, contemos quantas novas

ap =1 a; =2 as =4 a3 =17
Figura 3.8. Casos ag, a1, as € as.

regides sdo criadas quando desenhamos uma nova reta a partir da quantidade de
intersecgoes desta reta com as anteriores. Veja a Figura 3.9, onde em hachurado
temos as “novas regides”. Suponha que n — 1 é o nimero de retas que ja estavam
no plano.

nova reta

Figura 3.9. A reta em linha grossa é a reta adicionada
ao plano.
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Observemos que o numero de novas regides € igual a 1 mais o namero de
interseccoes da reta adicionada ao plano com as retas que estavam ali previa-
mente. Por exemplo, na Figura 3.9, sdo trés pontos de intersecéo, e quatro novas
regides. Bem, como o nimero de interseccoes é igual ao nimero de retas que ja
estavam no plano, ou seja, n — 1, concluimos que a,, = a,,_1 + (n — 1) +1=a,_1+n.
Ou seja,

p =0p_1+n, YVn>1,
CL(]:]_

é a recorréncia desejada.

Exemplo 3.3.6. Seja a, o nimero de maneiras de abrir e fechar n pares de
parénteses. Observemos que para n = 2, por exemplo, a sequéncia

00

é permitida, mas
)(()

néo é, porque neste ultimo caso fechamos um paréntese antes de abri-lo. Anali-
semos alguns casos pequenos.

Para n = 1, s6 ha uma maneira possivel de abrir e fechar um par de parénte-
ses, que é (). Logo, a; = 1.

Para n = 2, ha duas possibilidades, ()() ou (()). Assim, as = 2.

0

Para n = 3, temos as possibilidades ()()(), ()(()), (0)0 (00) e ((())). Logo,
a3 — 5.

Como obter uma relacdo de recorréncia para a,? Para isso, vamos olhar o
primeiro paréntese que foi aberto (o que esta mais a esquerda) e o paréntese que
o fecha. Dai, olharemos o que esta dentro dele e o que esta a direita dele. Se néo
houver nada dentro dele, podemos desenhar um conjunto vazio @ para ilustrar.
Por exemplo, para n = 3, temos os casos:

@00, 2)(0) . ()0 (00) ((0))

Se dentro do par de parénteses fixado (o primeiro) ndo temos nada, de quantas
maneiras podemos arrumar os parénteses a direita dele? Bem, como séo 2 pares
de parénteses, temos a, possibilidades. Se houver um par dentro e um par fora?
Teremos a;a; possibilidades. E, se houver dois dentro e nenhum fora, novamente
temos a, possibilidades. Ou seja,

as = a+ aja1 + as.

Para n = 0 ndo faz muito sentido falar de zero pares de parénteses. Mas podemos
definir ¢y = 1 para termos uma férmula elegante:

as = apQ2 + aja; + azag .
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Generalizando esta ideia, podemos concluir que

Ap = ApQp—1 + A10p_2 + Q201 + Ap_109, Y7 2> 1,

CLOZ].,

é a relacdo de recorréncia procurada. Note que ela envolve todos os termos an-
teriores a a,,.

Observacao. Com certa frequéncia, é conveniente comecar uma recorréncia do
termo ay. Caso a recorréncia obtida nao comece deste termo, basta deduzir qual
deve ser o termo ay (ou mais termos iniciais) para se obter a mesma recorréncia.
Por exemplo, considere

Up = Qp—1 + Qp_2, Vn > 37
ay = ].,

CL2:1,

que comeca de ay. Pela recorréncia dada, temos que a; = a; + ag. Logo, 1 = 1+ aq,
que implica ay = 0 e podemos reescrever a recorréncia acima como

Ap = Gp-1+ Ap—2, VN 2>2
ag = O,

CL1:]..

Exercicios

Exercicio 3.3.1. Um esporte pouco conhecido é o de subir escadas. Encontre
uma relagdo de recorréncia para o nimero de maneiras a,, de se subir n degraus
de uma escada, se a cada passo pode-se escolher subir um ou dois degraus. Se
considerarmos a questao de iniciar com o pé direito ou esquerdo, como ficara a
recorréncia?

Exercicio 3.3.2. Seja a,, o nimero de maneiras de se cobrir uma caixa 1 x n com
retangulos 1 x 1,1 x 2 e 1 x 3. Obtenha uma relacéo de recorréncia para a,.

Exercicio 3.3.3. Seja a,, o nimero de maneiras de se cobrir uma caixa 3 x n
com retangulos 1 x 3 (vocé pode colocar cada dominé na horizontal ou vertical).
Obtenha uma relacdo de recorréncia para a,,.

Exercicio 3.3.4. Encontre uma recorréncia para a,, o nimero de sequéncias de
n letras dentre a, b, c ou d, que néo tém letras a vizinhas.

Exercicio 3.3.5. Uma triangulacéo de um poligono convexo P, é uma divisao de
P, em triangulos usando algumas de suas diagonais de modo que suas diagonais
ndo se intersectem, veja a Figura 3.10. Encontre uma relacdo de recorréncia
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A

A
E B E/\B

D C D C

Figura 3.10. Duas triangulacoes diferentes do penta-
gono ABCDE.

para a,, onde a, denota o nimero de triangulacées de um poligono convexo de n
lados.

Dica: para ajudar na contagem, fixe um lado do poligono e o tridngulo que con-
tém esse lado, e faca a contagem. Depois some sobre todos os tridngulos possiveis
que contém esse lado.

Exercicio 3.3.6. Seja P, o nuimero de permutacdes de {1,...,n}. Sem usar que
P, = n!, deduza a equacao de recorréncia

P, =nP, 4, \V/TLZQ,
Plzl.

Exercicio 3.3.7. Seja D,, o nimero de permutacoes caéticas de {1,...,n}. Sem
usar a formula para D,,, deduza a equacao de recorréncia

Dn: (n—l)(Dn_2+Dn_1), Vn23,

Exercicio 3.3.8. Obtenha uma relagdo de recorréncia para o problema das Tor-
res de Hanéi apresentado no Exercicio 1.1.20.

Exercicio 3.3.9. Considere o conjunto das sequéncias de tamanho n tais que
cada entrada pertence a {0, 1, 2,3} e entradas vizinhas sempre diferem por 1 em
moédulo. Descreva um sistema de equacdes de recorréncia para resolver este
problema.

Exercicio 3.3.10. Considere um reticulado n x n. Vamos chamar de trajetéria
permitida um caminho poligonal que sai de (0,0), chega em (n,n), nunca toca
pontos abaixo da diagonal e a cada passo sobe uma unidade ou anda para a
direita uma unidade, veja a Figura 3.11. Seja a,, 0 numero de trajetérias permi-
tidas. Determine uma relagdo de recorréncia para a,,.
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’,
¢

(0,0)

Figura 3.11. Exemplo de trajetoria permitida.

Exercicio 3.3.11. (a) Como visto na Proposicéo 3.1.7, os Numeros de Stirling de
segunda ordem S(n, k) sao definidos como o nimero de maneiras de distri-
buir n bolas numeradas em k urnas indistinguiveis, sem que nenhuma urna
fique vazia. Sem utilizar a formula obtida na Proposi¢do 3.1.7 ou seja, apre-
sentando um argumento combinatoério, mostre que os Numeros de Stirling
de segunda ordem satisfazem a recorréncia

S(n,k) = k-Sn—1,k)+Sn—1,k—1).

Dica: considere n bolas numeradas em %k urnas indistinguiveis. Ha dois
casos, ou a bola n esta sozinha em uma urna, ou nao esta.

(b) Uma permutacdo dos numeros {1,...,n} pode ser representada por uma
composicdo de ciclos. Por exemplo, para n = 7, a notacdo (142)(3)(576) re-
presenta a permutacdo f: {1,...,7} — {1,...,7} tal que f(1) =4, f(4) =2e
f(2) =1, o que completa o primeiro ciclo. Depois, temos que f(3) = 3, que é
um ciclo de tamanho 1. Por fim, f(5) =7, f(7) =6 e f(6) = 5. Os Numeros de

Stirling de primeira ordem sem sinal, geralmente denotados por [Z}

finidos como o nimero de permutacoes de n elementos cuja decomposicido em
ciclos tem exatamente k ciclos. Por exemplo, a permutacéo (142)(3)(576) an-
terior tem trés ciclos. Mostre que os Numeros de Stirling de primeira ordem
sem sinal satisfazem a recorréncia

n n—1 n—1
= —1)- .
o == { ’ ]+{k—1]
Dica: considere uma permutacéo de n elementos com £ ciclos. Ha dois casos,
ou o n-ésimo elemento esta num ciclo de tamanho um, ou néo.

, sao de-

Observacao. A titulo de curiosidade, comentamos aqui que os Numeros de Stir-
ling de primeira ordem com sinal (ou simplesmente Numeros de Stirling de pri-
meira ordem) séo definidos por s(n,k) = (—=1)"*[7]. E os nomes de primeira
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ordem e de segunda ordem se devem a uma conexdo entre estes dois tipos de
numeros, a chamada transformada de Stirling. A transformada de Stirling é a
operacao que leva uma sequéncia a, na sequéncia b, definida por

by = Y S(n k)ay,
k=1

onde S(n,k) sdo os Numeros de Stirling de segunda ordem. Curiosamente, a
inversa da transformada de Stirling é a operacdo que leva uma sequéncia a, na
sequéncia b, definida por

n

b, = Zs(n, k)ay

k=1
onde s(n, k) séo os Numeros de Stirling de primeira ordem (com sinal).

Exercicio 3.3.12. Reveja a definicdo de Numeros de Bell B, no Corolario 3.1.8.
Mostre a seguinte recorréncia:

n n—l
B, = Z (k_ 1)Bnk.
k=1

Dica: note que o nimero de Bell B, é o nimero de possiveis relacées de equiva-
léncia um conjunto X, sendo | X | = n. Fixe entdo um elemento de X e denote por
k o nimero de elementos da classe de equivaléncia que contém esse elemento.

3.4 Métodos de Resolucao de Recorréncias

Existem variadas técnicas para obter solucdes de equacoes de recorréncia. Es-
tudaremos duas técnicas para casos particulares (que ocorrem com frequéncia),
a dizer, substituicio reversa e equacéo caracteristica, e uma técnica geral extre-
mamente poderosa: funcdo geradora. Ao final, veremos sistemas de recorrén-
cias.

Substituicao Reversa

Comecemos com o método mais basico possivel, que é substituir a recorréncia
nela mesma repetidamente. Vejamos:

Exemplo 3.4.1. Vamos resolver a seguinte equacao de recorréncia

n = 20, L, > 2,
{a Ap—1 + Vn (3.11)

a)p = 1.
Facamos substituicdes “para tras” reiteradamente:

a, = 2an,1 +1
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= 2(2a,2+1)+1

= 2%a, ,+2+1

= 2°(2a, 3+ 1)+2+1
= a4, 3+22+2+1

= 2"l 4+ (2" P+ 22424 1)
= on o2 42249241,

Dai, aplicando a formula para soma de uma progressdo geométrica (veja o Exer-
cicio 1.1.11), obtemos a,, = 2" — 1.

Uma observacao importante é que o método de substituicdo reversa, na ver-
dade, nos fornece apenas um candidato a solucdo do problema. Mas é facil ve-
rificar que tal candidato é de fato a solucdo do problema, basta substitui-lo na
recorréncia e ver que a igualdade é satisfeita. Por exemplo, no caso da formula
para a, = 2" ! — 1 obtida no Exemplo 3.4.1, temos que a; = 2! — 1 = 1, 0 que nos
d4 a condicdo inicial correta. E também temos que 2a,, ; +1 =2(2"""1—-1)+1=
2" —24+1=2"-1 = a,, mostrando que esta é de fato a solucdo da recorréncia
(3.11). E também vale a pena comentar que o método néio é uma panaceial’, pois
nem sempre nos leva a um candidato. Por exemplo:

Exemplo 3.4.2. Tentemos resolver, via substituicdo reversa, a recorréncia

Qp = Qp—1 + Qp—2, Vn > 2,
ag = O, (312)

a; = 1.
Fazendo substituicdo reversa, temos que

Up = Op—1 + Ap—2
= (ap_o+ an_3)+ (a3 + a,_4)
= Qp_2 + 20p_3 + Qp_y
= (apn_3+ an_g)+2(an_g+ ans5)+ (an_5+ an_¢)
= p_3+ 3,4+ 30,5+ ay_g
= (ap—a+ an_s) + 3(an_5+ an_¢) + 3(an_6+ an_7) + (@n_7+ apn_s)
= Qp_4+4a,_5+6a,_¢+4a,_7+ a,_g,

e nenhum padréo claro emerge? para conjecturarmos qual seria uma expresséo
para a,.

IPanaceia (do grego pandkeia, onde pan significa “todo” e akos significa “remédio”) é uma
palavra usada para designar uma planta que curaria todas as doencas. Na mitologia grega,
Panaceia era a deusa da cura, irméa de Higia, deusa da sadde e higiene.

2Talvez o leitor tenha notado que os coeficientes que surgem na substituicéio reversa parecem
ser os coeficientes das linhas no Tridngulo de Pascal (a ser visto na Secéo 4.2). Isto é verdade,
mas tal padréo ndo nos da nenhuma pista de uma férmula para a,,.
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Mais adiante veremos como resolver a recorréncia (3.12) via outros métodos.
Grosso modo, podemos dizer que substituicédo reversa €, em geral, mais util em
recorréncias de primeira ordem, onde o termo a,, depende apenas de a,_;, do que
em recorréncia de segunda ordem, nas quais o termo a, depende de a,_; € a,,_o,
ou recorréncias de ordens maiores, cuja definicdo é analoga. Mas isto acontece
em geral. Vejamos um exemplo de recorréncia que néo é de primeira ordem, mas
para o qual a técnica substituicdo reversa também se aplica.

Exemplo 3.4.3. Resolvamos a equacéo de recorréncia

{an:aLgJ—F& Vn > 2, (3.13)

CL1:2.

onde |-| é a funcédo piso, que ja foi definida no Exemplo 3.1.3. Observe que esta
recorréncia niao é de primeira ordem; a,, depende de apenas um termo de indice
menor do que n, mas que néo é o termo a,,_; (exceto quando n = 2). Para facilitar
a notacéo, denote f(z) = |]. Aplicando substituicio reversa, obtemos o padrao

an, = GL%J+3:a/f(n)+3
= (assmy +3) +3=ap@m +3+3
= af<3>(n)+3+3+3
= apom +3+3+3+3
= ase)p +3+3+3+3+3

= le(k)(n) + 3k .
Como f(r) = |7] < §, podemos inferir que, dado n € N, existe k € N tal que
f®)(n) = 1, o que nos dard a solucdo da recorréncia, j4 que sabemos que a; =
2. Mas qual o valor de &k = k(n)? Para descobrir isso, vamos conjecturar um
comportamento e depois prova-lo por inducéo.

Estudemos primeiro as poténcias de dois. Observe que f(2) = 1, logo f?)(4) =
f(f(4)) = 1. Continuando, f(8) = 4, que implica em f®*(8) = 1. Dai, podemos
conjecturar que f*)(2¥) = 1 para todo k¥ > 1. E quanto aos outros naturais? Ana-
lisando valores pequenos de n, vemos que 1 = f(2) = f(3) = f@4) = f@(5) =
f@6) = fO(7) = fOR) = fB(9) = --- = fW(15) = 4, 0 que nos leva a conjectu-
rar algo mais forte:

Afirmacdo: Para todo k > 1, vale que, se n € {2F,... 21 — 1} entdo f¥)(n) =
1.

A prova da afirmacéo pode ser feita por inducdo em % e fica para o leitor.
Finalmente, aplicando a afirmacéo, deduzimos que, para n € N, com 2* < n <
2k+1_1 vale que a,, = a;+3k = 3k+2. Ou seja, a solucio procurada da recorréncia
é dada por

a, =3k+2, para2*<n<2"l_1lek>0.
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Vejamos outro exemplo:

Exemplo 3.4.4. Resolvamos a equacéo de recorréncia

= _ AL >2
{an 3a,_1+2", Vn>2, (3.14)

a; = 7.
Analogamente ao que fizemos no exemplo anterior, temos que

Ay = San_l + 2"
= 3(3a,_o+2"") + 2"
= 3ap,_p+3' -2+ 2"
= 3(3a, 3 +2"7%) + 302" 4 20
= 3a,_3+3°-2" 2 +3" .20 42"

— 3n—1a1+(3n—2_22+3n—3.23+.”+31 ‘271—1_‘_30‘271)
= 3" lr (3222 43328 . 3t o 30 9my
Note que a soma entre parénteses é a soma de uma progressdo geométrica de
razdo 2/3. Aplicando a formula correspondente (Exercicio 1.1.11), obtemos a,, =
113"t —4.2""1 Verifiquemos que esta é de fato a solucédo de (3.14). Paran = 1,
temos que a; = 11-3'71 —4.271 =7 que é a condicdo inicial. Além disso,
3ap_1 +2