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Este trabalho consiste em resolver algumas questoes selecionadas pelo professor Tertu-
liano, que em sua maioria foram retiradas do livro: “Probabilidade: um curso em nivel

intermediario”, de Barry R. James.

Capitulo 5

14"QUESTAO: Sejam X, X, ... independentes e identicamente distribuidas, com X; ~

U[0,1]. Ache o limite quase certo da média geométrica

(i)

Resolucao: Como X, X, ... sao variaveis aleatérias i.i.d., temos que Y7, Ys, ..., dadas por

(Sugestao. Tome logaritmos.)

Y; =log X;; i =1,2,..., também sao varidveis aleatdrias i.i.d.. Assim E(Y}) = E(Y7) e como

1
EY) = /logxda: = (Por partes) = [zlogz — z], = —1
0

temos pela Lei Forte de Kolmogorov que

Yi+...+Y,

n n—---+o00o

—1 quase certo.



n n 1/n
Yi+...+Y, 1
Mas Hhredts 2 log H Xk | =log H Xk , donde concluimos que
n " k=1 k=1

n 1/n
H X ——— e ! quase certo.
i) Tr——+00

15"‘QUESTAO: Demonstre: se X1, X, ... sao independentes e identicamente distribuidas,
com E(X,;) =1 = Var(X,), entao

quase certamente.

Resolugao: Sabendo que Xi, X, ... sdo i.i.d. e E(X;) = 1 temos pela Lei Forte de Kol-
mMogorov que

> Xi

i=1

n n—-+o0o

1 quase certamente.
Por outro lado, Var(X;) = E(X?) — (E(X;))? = 1 logo E(X?) = 1+ (E(X;))? = 2 e como

X2 X2 ...sd0 i.i.d., novamente pela Lei Forte de Kolmogorov temos que

> X7
i=1

n n—-+oo

2 quase certamente.

Assim, — V2 2 quase certo e portanto

n—-s--+oo

™=

X; 4
Z

\/@ S

163QUESTAO: Seja 0 < € < 1/2. Prove que se Xi, Xo,... sdo independentes tais que
P(X, =n’) =1/2 =P(X, = —n’), entdo

Il
-

7

—— quase certamente.

HM: 3
E<

Xi+...+ X,

n n—-+oo

0 quase certamente.

Resolugao: Como X;, Xy, ... sdo varidveis aleatérias independentes com E(X,,) = %ng +



1(—nf) = 0 < +o00 e Var(X,) = E(X2) — (E(X,))? = E(Xz) = IE( 20) = n% para todo
n € Nonde § € (0,1/2). Dai temos que Y ¥ X" Z ”2 = Z n?0=1 < 400, pois
n=1

0 —1< —1/2 e portanto 2(6 — 1) < —1. Assim pela 12 Le1 Forte de Kolmogorov, temos que

Xi+...+X, EX)+...+EX, Xi+...+X,
— = n 0 quase certamente.
n n n n—s—+00o

172°QUESTAO: Sejam X1, X, . . . varidveis aleatérias independentes com densidade comum

e—(x+1/2) x> _1/2
f(z) =
0 r < —1/2.
Demonstre que S,, — +00 quase certamente, onde S,, = X; + ...+ X,,.

Resolucgao: Como X, Xs, ... sao variaveis aleatorias independentes com densidade comum

f(z) temos que para todo n € N

+00 -1/2 +o0
E(X,) = (X)) = / of (z) do = / of () de + / of (x) da

—00 —o0 —1/2

+o0o +oo
= / R / re " dx = (Por Partes)

—-1/2 -1/2
—1/2 —x —x]too —1/2 1 1/2 1/2 1
e [—ze " —e }_1/2:—6 5¢ e =3

Assim, resulta da Lei Forte de Kolmogorov que

Xi+...+ X, 1
— quase certamente,
n n—s+oco 2

XittXn ~ 1 quase certamente, donde con-

ou ainda, que para n suficientemente grande
+ X, = g quase certamente, assim

cluimos que para n suficientemente grande X; + ...

S, ———— +00 quase certamente.

n—--—+o00

193QUESTAO: Sejam X7, X, ... varidveis aleatérias independentes tais que Xy ~ b(ng, p),

onde 0 < p <1 (p fixo).
(a) Qual a distribuigao de S, = > X;7

k=1



Resolugao: Como X, X, ... s@o varidveis aleatérias independentes tais que Xy ~ b(ng, p),
onde 0 < p <1 (p fixo), temos que a distribui¢ao de S,, = zn: Xy, é b(zn: N, D).

Para provar essa afirmagao usaremos a seguinte resulta]zlzol: =
(Férmula da convolucao discreta) Sejam X e Y varidveis aleatdrias independentes discreta,
a variavel aleatéria Z = X + Y tem distribuigdo de probabilidade F dada por Fyz(z) =
Friy(z) =P(Z=2) = 3 Fx(2)Fy(z — ).

De fato, para cada z,mo:gvento [Z = z] é aunido dos eventos disjuntos [X = z]e [V = z—1]

com x =0,...,2z Usando a independencia de X e Y temos que

Fz(z) = IP’([ZZZ])ZP([sz]U[YZZ—x])

= P(X =2)P([Y =z —2]) ZFX VFy (2 — ).

Consideremos agora X, X, varidveis aleatorias independentes tais que X7, Xy ~ b(ng, p),

onde 0 < p <1 (p fixo) e denote Z = X; + X5. Assim temos que

Fz(Z) = FX1+X2(Z):P(SL’1+LL’2:Z ZFXl FX2 Z—LL’)
= ey -

z=0
z

= p°- (1 - p)m—l—nz—z ZCgl Cgix — C;h—l—nz D (1 . p)n1+n2—z

z=0

Suponha agora por indugao em k, isto é, Fg, (2) = P(x1+. . .4z = 2) = C 1% p? . (1—

p)nl—l—...—l—nk—z. Assim,

FSkH(z) = FSk+Xk+1( 2) = P(Sk + Xpy1 = 2)

= ZFSk FXkJrl z—x)

_ chl—l—...—l-nkpm p)n1+ Ang— wC:kJrl z— m(l_p>nk+1—z+m

— Cn1+...+nk+1 pz . (1 _ p)n1+...+nk+1—z
P .

Portanto, Fs, (z) = CP Tt . p* . (1 — p)™+T"=% para todo k € N. Donde concluimos
que S, ~ b(>_ ng, p).
k=1



(b) Se ng < V'k, mostre que a sequéncia satisfaz a Lei Forte.

Resolugao: Sabemos que se X}, tem distribui¢ao binomial (ng,p) entdao E(Xy) = ng - p.
Como n; < Vk e 0 < p < 1, segue que E(X;) = ny, - p < nj, < Vk < +00. Assim concluimos
que X ¢ integravel para todo k € N.

Temos ainda que Var(Xy) = ngp(1 — p), logo

<X Var(X}) B <= nep(1 = p) < <X VEp(1 - p)
P B EANNED Dl
k=1 k=1 k=1

_oNopep) NS L
= kz:; T =p(1 p);\/ﬁ<+ )

Como as variaveis aleatérias sao independentes, concluimos que a sequéncia X, Xs, . ..

satisfaz a Lei Forte dos Grandes Numeros.

ZOaQUESTAO: Uma massa radioativa emite particulas segundo um processo de Poisson

com parametro A > 0. Sejam 77,75, ... os tempos transcorridos entre emissoes sucessivas.

Ache o
. TP+ .. 4 T?
lim ——M

n—oo n

E limite quase certo ou em probabilidade?

Resolugao: Sabemos que os tempos sao independentes e possuem a mesma distribuicao
(Poisson(\)) logo T4, Ty, . .. sdo i.i.d., assim temos que T2, T2, ... também sdo i.i.d..

Além disso, como j4 fizemos na letra (a) da questao 24° do Capitulo 3 temos que E(T?) =
A2 4+ ), desta forma a Lei Forte de Kolmogorov garante que

. T2+ ... +1T7

n—o0 n

= A 4+ )\ quase certamente.

OBS: Sabemos que convergéncia quase certa implica convergéncia em probabilidade, por-

tanto a convergéncia também é em probabilidade.

213QUESTAO: Sejam X7, X, ... varidveis aleatérias independentes com distribuicao co-



mum N(0,1). Qual o limite quase certo de

X2+ ... +X? )
(X1 —1)22+... + (X, — 1)

Resolugao: Como X, X, ... sao varidveis aleatdrias i.i.d. entao X2, X7, ... também sdo

1.1.d.. Além disso

+o0o
2 1 2
E(X?) =E(X?) = / 2 _I/Qda::—/x- ze"/?) dx = (Por Partes

1
= [—a:e_“"”z/2 +V2r)te =1
V2

X2+ ... +X?

Assim, usando a Lei Forte de Kolmogorov temos que — 1 quase certa-
n n—--+o00

mente.
Por outro lado, sabemos que se X, ~ N(0,1) entao Y,, = (X,, — 1) tem distribuicao
comum N(—1,1) (ver pag. 52). Daf temos que Y;,Y5,... sdo i.i.d. e portanto Y7 Y7, ...

também sao ¢.7.d. e mais

E(Yi):E(Yf) — 27T /,y e~ (y+1) /2 /1’—1 —(z—1+1) /2d[L’

+oo —+00 +oo

1 2 —z2/2 / —z2/2 / —z2/2
= — 22 P de+ | 20e™ Pdr+ | e da
V2T /
= 1+404+1=2.
Yi4...+Y2
Pela Lei Forte de Kolmogorov temos que — et N 2 quase certamente. Donde
n n—s—4o0o
concluimos que
X2+ ...+ X2 1

(X1 =12+ ... + (X, —1)% n—rtoo 5 quase certamente.

223QUESTAO: Sejam X7, Xo, ... varidveis aleatérias independentes tais que X,, ~ U[0, n},
n=1,2,.... Chame o n—ésimo ensaio de sucesso se Xy, > Xo,_1, fracasso se X, < Xg,_1,
paran = 1,2,.... Determine a probabilidade de haver sucesso no n—ésimo ensaio e ache
o limite (se existir) de S,,/n, onde S,, = nimero de sucessos nos primeiros n ensaios. Esse

limite é limite em probabilidade e/ou quase certo?



Resolugao: Consideremos inicialmente que Xs, > 2n — 1, sabemos que a distribuicao é

2n
uniforme entao podemos calcular a probabilidade P(Xs, > 2n—1) = [ Ltdz = In—@n-l) _

2n
2n—1
ﬁ. Note que neste caso sempre temos Xo, > X, 1, ja que Xg, > 2n — 1.

Dai temos que a probabilidade X,, < 2n — 1 é, portanto 2’;;1. Neste caso temos que

P(Xy, > Xo,1) = % (ja que Xo,—1 também varia uniformemente em [0, 2n — 1]).

1, 2n-1 1 _ 204l . - .
Portanto, P(Xo, > Xon_1) = 5. + 55— -5 = “;—. Assim, 0o n—ésimo ensaio tem proba-

bilidade 22 de sucesso.

Denote agora
1 seXq, > X541

0 seXy, < Xop_1.

A, =

a variavel aleatoria associada a cada n—ésimo ensaio, n € N.

Sabemos que Ay, A,, ... sdo independentes, (cada Ay depende apenas de pares disjuntos
uns dos outros de varidveis X,,) integraveis, jé que E(A,) = 225 < +00 ¢ mais

+oo +00 +oo
Z var(A4,) Z E(A2) —E2*(A,) Z 1 2n+1 1 4n®+4n+1

— n? — n? — n2  4n n2 1612
“+oo “+00 2
= — _— 00.
Lo a4 16

Desta forma, pela Lei Forte de Kolmogorov, temos que as A, satisfazem a Lei Forte dos

Grandes Numeros, ou seja,

+oo
i q.c.

Como

dai temos que



n n
141 1
Como > L < 1+4In(n), temos que = 3 2 < H® oomo ), pe L — 4
k ’ an k in n +oo n +oo
k=1 k=1 I —
n
/ 1+1 .
concluimos que +4I:L(") 0, e portanto -~ > 1 ———— 0, ou seja, 32 ——— 1 quase

n—---+o0o k=1 n—--—+o00 n—-—+0o

certamente (e como consequéncia temos que também converge em probabilidade).

23aQUESTAO: A Lei Forte para variaveis aleatorias independentes, identicamente dis-
tribuidas e integraveis pode ser estendida ao caso de esperancas infinitas, se admitirmos
limites infinitos. Em particular, se X, Xs, ... sao independentes e identicamente distribui-
das tais que E(X,,) = 400, entao S,,/n — +00 quase certamente. (Compare com o Teorema
5.3. Qual a diferenca?) Prove esse resultado em 3 etapas:
(a) Para m inteiro positivo fixo, seja Y, o trucamento de X,, em m:

X, se X, <m

Y, =
0 se X, >m.

Entao B#=Hte — E(Y]) quase certamente, onde

m

B(Y) = | ady (@)

—00

Resolucao: Seja m inteiro positivo fixo, e Y,, o trucamento

X, se X, <m
Y, =
0 se X, >m.

Dai temos que as Y,, sao integraveis, independentes e identicamente distribuidas, ja que
as X, o sdo. Assim pela Lei Forte de Kolmogorov temos que #=t% — E(Y,) = E(Y;)
quase certamente.
m

Como por definigao de Y; temos E(Y)) = [adFy, (z) = [ xdFx,(z).

— 00

(b) liminf 22 > [ 2dFx, (z) quase certamente. (Sugestdo: X, > Y,.)

n—auoOo
—00

Resolucao: Como liminf 22 = lim inf M usamos o fato de X,, > Y, e obtemos que

n—-aoo n—-—:uoo
m
iminf 22 > lim inf 2" = b% u r .
liminf 22 > lim inf Y14=tn rdFx, (x) quase certamente
n—so00 n—s00 n o



(¢) 82 — 400 quase certamente. (Faca m — +oo em (b)).

Resolugao: Fazendo m — 400 na letra b) acima temos [ zdFx,(z) — [ xzdFx,(z) =

—00

E(X;) = E(X,) = +oco. Como liminf 2= > f xdFx, (z) quase certamente, concluimos que,

n—-—uoo
—00

% — 400 quase certamente.

Comentario: A principal diferenga entre esse Resultado e o Teorema 5.3 reside no tipo de
convergéncia onde o Teorema garante a convergéncia em probabilidade enquanto que esse
Resultado é mais geral pois garante convergéncia quase certa e como ja vimos convergencia

quase certa implica convergéncia em probabilidade.

26*QUESTAO: Sejam Xi, Xo, ... independentes tais que E(X,) = 0, Vn. Demonstre que

n>1
critério para integrabilidade do §3.3 e a desigualdade de Kolmogorov.)

se y_ Var(X,) < oo, entdo E(sup |S,|) < oo, onde S,, = X; + ...+ X,,. (Sugestao. Use o
n=1

[e.e]

Resolugao: Como Var(X,) < Z ar(X,) < oo para todo n temos pela desigualdade de

Kolmogorov que para todo A > 0

P( max |Si| > \) < )\—Var(S )

1<k<n

como Xi, Xy, ... sao independentes tais que E(X,,) = 0, Vn ficamos com Var(X,,) = E(X?)
logo Var(S,,) = Z Var(X}). Dai temos que

P( max |Si| > \) ZVar X).

1<k<n

Assim,

o o 1 n
> Pleuplsl 2 ) - nf@sfnlskwSZ(m“Vanw) 007

n=1

ja que Z Var(X,) < 0 e Z .

n=

Pelo crlterlo para 1ntegrab1hdade do §3.3 (pagina 117) temos que sup |S,| é integravel,
n>1



ou seja, E(sup |S,]) < oo

n>1

Capitulo 6

12QUESTAO:
(a) Se X ~ b(n,p), qual a fungao caracteristica de X7

Resolugao: Como X ~ b(n,p) sabemos que P(X = k) = ﬁikﬂpk(l — p)*. Assim temos

que

\n —

“+oo
z b3 b3 n'
px(t) = E(e") E P(X = k) =) 6““7,{,( k)!p’“(l—p)k

- m(e“p)k(l —p)* =[(1—p) +pe]"

(b) Mostre, usando fungoes caracteristicas, que se X ~ b(m,p), Y ~ b(n,p), e X e Y sdo

independentes, entao X + Y ~ b(m + n,p).

Resolugao: Sabemos que se X e Y sdo independentes entao ¢y iy (t) = ¢x(t) - @y (t) (Pro-
priedade 5). Pela Letra (a) temos que px(t) = [(1—p)+pe|™ e vy (t) = [(1—p) +pe']™ logo
px+v(t) = [(1=p)+pe]™ - [(1—p)+pe"]" = [(1—p)+pe"]™ ™™ e portanto X +Y ~ b(m+n,p).

2"‘QUESTAO: Mostre que se Xl, ..., X, sao independentes com, cada uma, distribuicao

simétrica em torno de 0, entao Z a;X; possui distribuigao simétrica em torno de 0, para
7j=1
toda escolha das constantes a; € R.

Resolugao: Sabemos que se Xj, ..., X, sdao independentes entao

£ XJ H ¢a,x,(t) = (Propriedade 8) U ox, (aj;t)

Por outro lado todos os X;, 1 < 5 < n possuem distribuigao simétrica em torno de 0, ou

seja, wx;(t), 1 < j < n éreal para todo t € R. Daf temos que 4 avX‘(t) = Hl ox;(ajt) é
) VRt j=
j=1

real para toda escolha das constantes a; € R, o que nos permite concluir (pela Propriedade

10



n

7) que Y a;X; possui distribuigao simétrica em torno de 0, para toda escolha das constantes
j=1
a; € R.

3aQUESTAO: Seja ¢ uma funcdo caracteristica. Mostre que 1(t) = XD~ onde A > 0,
também é funcao caracteristica. (Sugestao. Sejam N, Xi, Xs,... independentes tais que
N ~ Poisson(\) e as X, sao identicamente distribuidas com px, = . Defina Y = Sy, onde
S,=X1+4+ ...+ X,; N éum “tempo de parada” para a sequencia de somas parciais. Entao
wy = 1. A distribuigdo de Y é chamada de distribui¢ao composta de poisson. A distribuicao

comum de Poisson corresponde ao caso X,, = 1, isto é, P(X,, = 1) =1.)

Resolugao: Sejam N, X;, X5, ... independentes tais que N ~ Poisson(\) e as X, sao iden-
ticamente distribuidas com ¢x, = . Defina Y = Sy, onde S,, = X; + ...+ X,;; N é um
“tempo de parada” para a sequencia se somas parciais.

Usando que as X, sdo i.i.d. com ¢y, = ¢ chegamos que pg, (t) = ¢ &

Jj=1

MOESIENOR

(p(t))™. Ademais, sabemos que

+00 +oo
py(t) = B(™) = E(e™|N = jP(N = j) = Y E("T DN = j)P(N = j)
j=1 i=1

“+oo
= (como N e os X,/ sao independentes) = ZE(@MX”“*XJ’))IP(N =)
j=1

= Y exinax (OBV =) =3 en (D) - ox, (OPOY = ) = S (OB = j)
= (como N ~ Poisson()\)) = Zl((p(t»j;\'_je_/\ — A Zl (A- ?!(t))j

C e Ml — Me-D 5 .

Desda forma tomando 1 (t) = @y (t), temos que ¥(t) = e**®=1 § uma funcio caracterfs-

tica.

5*QUESTAO:
(a) Mostre que se X tem distribuigao Cauchy-padrao, entao ¢ox(t) = ¢%(t). (Pode usar

11



Se1l provar, que
—+00

1 [cos(tz)
;/ 1+:1:2al$_6 )

—0o0

Utilize esse resultado para provar que

ox+y(t) = px(t)ey(t), Yt€e R = XeY independentes,

e portanto,

Fxiy(z) = Fx(2) * Fy(z), Y2z€R % XeY independentes.

(Fx % Fy é a convolugao de Fx com Fy.)

Resolugao: Sabendo que X tem distribuicao Cauchy-padrao temos que X tem densidade

f(z) = m Assim a funcao caracteristica de X é dada por
+o0 +oo (t ) ) (t ) +o00 (t ) +0o0o (t )
, cos(tx) + isen(tx cos(tx sen(tx
t) = e f(x)dr = dr= | —————-dr+i | ————S=dx
ex(t) / /(@) / w(1+ a2) /W(1+$2) /7r(1+:)52)
2o gen(tx) e cos(tx)
Como “212)_ & funcio fmpar temos que [ ——————dz = 0 logo )= [ ———%<dx =
m(1+x2) ¢ p q _{O (14 22) g0 ¢x (1) _{O (1 + 22)
eIt (aqui também poderiamos usar que X tem distribuicao simétrica em torno de zero
400 t
para concluir pela propriedade 7 que f %daz = (). Pela propriedade 8 temos que
e T x

ax(t) = px(2t) = e 12 = 72U = (e71)2 = (o (1))?, Vt € R. Dai temos que
pxx(t) = pax (t) = (px(1)? = ox(t) - x(t) Vt €R.
Observe também que X e X sao dependentes o que mostra que
ox1y(t) =ox(t) - py(t), VteR =% X eY sao independentes.

Além disso, pela unicidade (¢ x determina Fx e Fiy determina ¢x ) temos que px (t) - px(t)
é a funcao caracteristica cuja fungao de distribuicao é Fix(z) x Fix(2) e ¢xyx(t) é a fungao

caracteristica cuja funcdo de distribuigdo é Fxix(2), assim Fx(2) * Fx(z) = Fxix(z2),

12



Vz € R (ja que pxix(t) = ¢x(t) - @x(t)), mas X e X sdo dependentes, logo Fx.y(z) =
Fx(z)* Fy(z), Vze R # X eY sao independentes.

(b) Sejam Xy, ..., X, independentes e identicamente distribuidas, com distribui¢cdo comum

Cauchy-padrao. Demonstre que a média amostral

também é Cauchy-padrao.

Resolugao: Como Xj,..., X, sao independentes temos que @g, (t) = [] ¢x,(t). Usan-
i=1
do agora o fato de Xi,..., X, serem identicamente distribuidas, com distribuicao comum

Cauchy-padrao temos

n n

o5, (1) = [[exi(t) = [ = et = e

i=1 i=1
Usando agora a propriedade 8 temos que

t

(f) = ) 2 ekl = -l
psu(t) = @s, (n) e e

Dai concluimos pela unicidade entre funcoes caracteristicas e funcoes de distribuicao que

Sn

o — Xt Xn também tem distribui¢io Cauchy-padréo.

6°QUESTAO: Sejam X e Y varidveis aleatérias com a mesma distribuicao. Demonstre:

(a) Se X e Y sao independentes, entdo X — Y tem distribuigao simétrica em torno do zero.

Resolucgao: Como X e Y sao independentes, entao

ox-y(t) = px(t) - py(=t) = px(t) - px(=t) = px(t) - px(t),

onde a penultima igualdade decorre do fato de X e Y terem a mesma distribuigcao, e como

ox(t) - ox(t) € R concluimos que X — Y tem distribuigao simétrica em torno do zero.

13



(b) Se X e Y tomam s6 dois valores, entao X —Y tem distribui¢ao simétrica em torno do zero.

Resolugao: Como X e Y tomam sé dois valores, digamos a e b (com a,b € R e a < b).
Suponha que P(X =a) =peP(X =b) =1—-p,com 0 <p<lePY =a)=qe
P(Y =b) =1—¢, com 0 < ¢ < 1. Dai temos que

Efsen(t(X —Y))]

sen(0)P(X —Y =0) +sen(a — b)P(X —Y =a —b)
+ sen(b—a)P(X =Y =b—a)

= sen(a—bP(X —Y =a—0b) —sen(a—b)P(X —Y =b—a)

(usando que X e Y sao i.i.d.)
= sen(a —b)P(X —=Y =a—-0b) —sen(a —b)P(X —=Y =a—b) =0.

Pela propriedade 7 concluimos que X — Y tem distribuicao simétrica em torno do zero.

72 QUESTAO:

(a) Suponha que X ~ exp(\) e mostre que a funcdo caracteristica de X é

A N it
—it N+

p(r) = 3

Resolugao: Como X ~ exp()) sabemos que X tem densidade dada por f(x) = Ae I 4 o0).
Logo

+o0 +o0
ex(t) = / e e Mdr = )\/ e =Nz dy = (tomando u = (it — \)x)
0 0

_ A /+OO etdu = Le(“_)‘)x T = L(e_’\gc(cos(t:)s) +isen(tz)))|d>
it—\Jy it — A 0 it — A 0
A A AX+it) ANt

TN A=t (A=) +it) N +¢2

eja Y exponencial dupla com densidade fy(y) = 5e "W y € R. Calcule a funcao
b) Seja Y ial dupl densidade f é\*" R. Calcule a funca

caracteristica de Y. (sugestdo. Use simetria e o item (a)).
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Resolugao: Como Y possui densidade fy(y) = %e_)"y‘, y € R, temos que

too A\ A too
QOy(t) — / e . §€_A|y‘dy — 5 / 6Zty—)\\y|dy

0 +00
= é/ e(it+>\)ydy_|_é/ el Nvy,
2 ) 2 Jo
A A

= (simil it =
(similar ao item (a)) 2(it + \) + 2(\ —it)

AX—it) + XA +at) N
2(it + N\)(A —it) A2 4 ¢2

(c) Demonstre: Se Z e W sao independentes e identicamente distribuidas, com Z ~ exp(\),

entao Z — W é exponencial dupla.

Resolugao: Como Z e W sao independentes pz_w (t) = ¢z(t) - pw(—t), sabendo ainda que

Z e W sao identicamente distribuidas, com Z ~ exp(\) temos que

A AN
—it N4t N2 42

0z-w(t) = pz(t) - ow(—t) = h\

Portanto Z — W é exponencial dupla.

93QUESTAO:Dem0nstre:
(a) Se ¢ é funcado caracteristica e existe A # 0 tal que p(A) = 1, entdo a distribui¢do corre-

spondente a ¢ esta concentrada nos pontos +k (2{), k=0,1,....

Resolugao: Seja A o conjunto dado por A = {£k (27”), k = 1,2,...}. Suponha por
absurdo que a distribui¢ao correspondente a ¢ nao esta concentrada nos pontos +k (27“),
k=0,1,..., ou seja, que P(A°) # 0.

Assim temos que

2

Elcos(\X)] = P(A)cos li)\k: ( : )] + / cos(Az)dFx(x)

= P(A) —i—/ cos(Ax)dFx(z) < P(A) —i—/ dFx(x)
= P(A) +P(A°) =1.
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Deste modo temos que Re(px(A)) < 1. Absurdo. Portanto, concluimos que ¢ esté concen-

trada nos pontos +k (27”), k=0,1,...

(b) Se ¢ é uma funcao caracteristica e existe § > 0 tal que ¢(t) = 1 para todo ¢t com [t| < §,

entdao ¢(t) = 1 Vt. (Qual a distribuigao correspondente a ¢?)

Resolugao: Como para todo ¢ € (—6,d) temos ¢(t) = 1 entdo ¢ (&) = 1 para todo p € N,
ja que 2% € (=6,0), ¥p e N.
Assim, pela letra a), temos que ¢ estda concentrada em +k <2T”> = +k <&>, k =
2P
0,1,2,...

+o0o
Como {i%} = {0} e se X é varidvel aleatéria tal que sua distribuigao é dada
p=1

[

por

1 sea=0

0 sea#0

P(X =a) =

entao px = 1.

De fato, px(t) = E(cos(tX)) + iE(sen(tX)) = E(cos(0)) + iE(sen(0)) = 1, ¥Vt € R.

10°QUESTAO: A funcio geradora de momentos de uma varidvel aleatéria X é definida
por

Ux(t) = E(e¥), t e R.

(E permitido a ¢x assumir o valor +00.) Demonstre que se E(e’™1) < 0o para algum & > 0,

entao:

(a) ¢(t) é finito para t € [—4,0];

Resolugao: Como tX < §|X|, para todo [t| < & e todo X. Dai temos que X < ¥l e

portanto 1x(t) = E(e!) < E(e’X1) < +o0, para todo t € [, d].

(b) todos os momentos de X sao finitos; e

©
—
=
8
]
)

Resolugao: Como e = 1+x+§—l—§+. .., temos que 1l = 14 (§|z|)+ (5I;v!|) +og
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Dai conclufmos que e’l*l > w';:—!')k para todo k € N e todo = € R.
Sabemos que +o0o > E(eX1) > E(H - 6‘X| ) = %E(|X\k) para todo k£ € N, como % é
constante para cada k fixado, chegamos que E(| X |¥) < 400 para todo k € N. O que mostra

que X tem todos os momentos finitos.

(c) ¥ possui derivadas continuas de toda ordem em (—4,4), e ¥*)(0) = E(X*) para k =

1,2,.... (Sugestdao. Use o método de prova da propriedade FC9.)

Resolugao: Como ¢y (t) = E(eX) = [ e®dFx(z), derivando ¢y (t) ficamos com (¥ (1) =
[ 2*e!*dFx () e portanto ¥'F(0) = [ zkdFy(z) = E(X*).
Resta-nos mostrar a diferenciacao dentro da integral. Queremos provar inicialmente que

P (t) = [xe™dFx(x).
Seja h € R tal que h # 0, assim

@Dx(t + h) o @bX(t) B 6(t+h)X o 6tX B . (th o 1)
3 E(#)_F(XT)

Observe que eh2_1 o @ para todo x € R, assim emﬂh_l) — ze!®. Além disso,
temos que
h h
ha ha Jwevds J le*|ds
tx (6 1) tx (6 1) |tz < Sz 0 < dr\2
€ h —|€ | h _|6 | h —|6 ||x| h _(6 )|$|?

para todo t € (—6,6). Como ¥ < ¥ < 00 e |X| é integravel (j4 que X tem todos os

momentos finitos (letra b)) concluimos pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

Wi (t) = hh_n}o Yx(t+h) —¥x() _ hlinoE (etXM) —F (Xe¥) = /xetxdFX(x)'

h h

Decorre também desse Teorema que ¢’ (t) é continua em ¢, pois xe'* = slint ze’ e |re”| <
|z| - e2X| para todo t € (—6,6).

Usando agora inducao em n, isto é, supondo valido para n verificaremos que vale também
para n + 1, concluimos o exercicio.

Como w = [2"e""dFx(x) queremos mostrar que wg’g) (t) possui derivada continua e
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tal que V(1) = [2vTlet*dFy (x).
Procedendo de maneira inteiramente andloga ao que fizemos acima teremos, para h € R
tal que h #£ 0,

g?)(t +h) — g?)(t) . <Xn6(t+h)X _ XnetX) . (X"etX(th . 1))
h h h '

hx _ . hac_l ,
Sabemos que <~ —— @ para todo z € R, assim :E”et:”(eih) — " let Além
—0 —0

disso, temos que

h
5T [ g
hx_l hx_l er
xnetgc(e - )‘ — |xn||etgc‘ (6 - >‘:|$n||€tm‘ 0 -
h
[ les*|ds
< fat|-[e] - |2 - OT < () ™,

para todo t € (—6,6). Como X < e’Xl < 00 e | X"*+!| ¢ integrdvel (j4 que X tem todos os

momentos finitos (letra b)) concluimos pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

)y oo Ux(E+h) —ox(t) o (X 1)
x ) = hlino h N hlgqoIE ve h
— E(Xn—l—letX) I/$n+1€tmdFX($).
Decorre também desse Teorema que 1"V (¢) é continua em ¢, pois 2" 'e!* = lim 2" 'es?

s—t

e |z tletr| < |t -e’X! para todo t € (—9,9).

112QUESTAO: Obtenha a funcdo geradora de momentos (definida no exercicio anterior)

das variaveis aleatdrias seguintes:

(a) X ~ Poisson(\), onde A > 0.
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Resolugao: Sabemos que

+oo N
¥x(t) §:em/<xi.: 3 QD et _ et

(b) X ~ Cauchy-Padrao.

Resolugao: Como X ~ Cauchy-Padrao, temos que X tem densidade f(x) = W Assim,
+00
ix 6tm d
t pr— E p— —_— p—
oxlt) = Be) = [ —Cdo = 4o
tx tx
ja que, mirz—loo m =400 e m > (), portanto ¥x (t) = 400.

(c) X ~ exp()\), onde A > 0. Utilize o resultado para calcular os momentos E(X*),

k=1,2,.... Confira com os momentos obtidos no Exemplo 5 do Capitulo 3 (§3.4).

Resolucao: Se X ~ exp()), X tem densidade f(z) = Ae™*Ijg 1), logo a fungao geradora

de momentos é dada por

+oo +oo +oo

Yx(t) = E(et‘x) = / etx)\e_)‘xﬂ[o7+oo)dx =\ / =Nz g0 — ) / =27 10
e ] J
= (usando substituigao, similar a questao 7 letra a)
A N0 A
= t_)\e(t M| & :(paratg)\):m.

Se t > A temos ¥x (t) = +00.

Para t < A\ podemos calcular os momentos, usamos a letra (c¢) da questdo anterior.

Como, Yy (t) = ﬁ, e (t) = ﬁ, w(t) = % procedendo por indugao concluimos
que P& (t) = (/\kt%);m Como E(X*) = ¢%(0) = 2 = £ o que condiz com os momentos

obtidos no §3.4.

123QUESTAO: Verifique se ¢, co, ... € ¢ sd0 numeros complexos tais que ¢, — ¢, entao
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(1 + %)n — €°. (Sugestao. Considere o logaritmo principal de 1+ °.)
Resolugao: Ver Livro do Durrett 3° edicao paginas 110 e 111.

142QUESTAO: Qual a distribuicdo de X se X tem funcio caracteristica oy (£) = cos?(t)?

(Veja o Exemplo 3.)

Resolugao: Como px(t) = cos?(t) é fungao caracteristica, sabemos pela propriedade 7 que
X tem distribuigao simétrica em torno de zero. Como cos?(2m) = 1 concluimos pelo exercicio
9 do capitulo 6 que a distribuigao estd concentrada nos pontos +k, k =0,1,2,.. ..
Analisemos para os casos 1. Sejam X e Y varidveis aleatérias i.i.d. tais que P(X =
1) =P(X = —1) = 1/2. Pelo exemplo 3 da pagina 233, temos que ¢x(t) = @y (t) = cos(t).
Como, por hipdtese, X e Y sao independentes, temos px 1y (t) = cos(t) - cos(t) = cos?(t).

Assim,

PX+Y=-2) = P(X=-1,Y=-1)=P(X =—1)-P(Y = —1) = 1/4,
PX+Y=0) = P(X==1,Y =) +P(X =1,Y = 1) = 1/4+1/4=1/2,
PX+Y=2) = P(X=1Y=1)=P(X=1)-P(Y=1)=1/4.

Como a distribuigao X +Y é simétrica, ¢ x,y(t) = Elcos(t(X+Y))]. Note que px.y(t) =

cos?(t), ja que,

oxiy(t) = Eleos(t(X +Y))] = %cos(—Qt) + %COS(O) + i cos(2t)
11 1 cos®(t) —sen®(t)
= §+§cos(2t)—§+ 5
_ 2eo8(t) CO; ®) = cos*(t).

15aQUESTAO: Mostre que é possivel para uma sequéncia de fungoes de distribuicao con-
vergir em todo ponto sem o limite ser uma funcao de distribuigdo. (Sugestao. Considere as

variaveis aleatérias constantes X,, = n.)

Resolucao: Considere as variaveis aleatorias constantes X,, = n, n € N. Dai temos para
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n € N a seguinte sequéncia de funcoes de distribuicao

1 sexz>n
Fx,(z) =
0 sexz<n.
Note que 1112 Fx, (z) = 0 para todo z € R, mas F(x) = 0, Vo € R nao ¢ fungao de dis-
tribuigao, ja que dado uma sequéncia de nimeros reais, x,, /* 400, teremos F(x,) —— 0

n——+0o

0 que contraria a terceira propriedade das fungoes de distribuicao (pag. 38).

163QUESTAO: Prove: se F,, — F’ fracamente e F' é continua, entao F),(x) converge para

F(z) uniformemente na reta.

Resolugao: Como F' é funcoes de distribuicao, temos que xin_loo F(z)=0e xinioo F(x) =
1. Sabendo que F' é continua, temos pelo Teorema do Valor intermediario que para todo
e > 0 existe a(e) = a > 0 tal que F(—a) + (1 — F(a)) < e.

Sendo F' continua e [—a, a] compacto, concluimos que F'|[_, 4 é uniformemente continua.
Dai podemos escolher um conjunto finito de pontos, digamos zy € [—a,al, k € N, tais que
|[F(y) < F(x)| < e, sempre que z, <@ <y < Tpp1.

Usando agora a finitude dos pontos x; podemos concluir que existe algum ng € N tal que

Vn > ngy temos |F,(zx) — F(zg)] < €.

Sabendo que F}, é ndo decrescente e positiva temos para x € [Ty, Z41] que
Fo(z) = F(z) < Fp(zpn) — F(2) < Fo(@es1) — Fapa) + Faga) — Fz) < 2e
para n > ng. Por outro lado, F' também é nao decrescente e positiva, logo

F(x) — Fy(x) < F(x) — Fy(ag) < F(z) — F(xg) + Fxg) — Fo(xy) < 2e

para n > ng.

Deste modo temos para todo n > ny, |F,(z) — F(x)| < 2e.

Resta-nos portanto os casos em que x > a e x < —a. Se x > a, temos F,(z) > F,(a) —
F(a) > 1—e+F(—a) > 1—e. Deste modo para n suficientemente grande temos F,(z) > 1—e¢.

Como F(x) > 1 — e para x > a, temos que, para n > ng, |F,(z) — F(z)| < 2¢, ou seja,
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F,, — F uniformemente em x > a.
De modo analogo mostramos para x < —a. Dal para n > ng suficientemente grande,

temos que F), converge uniformemente para F'.

17°QUESTAO: Utilize funcdes caracterfsticas para provar: se X, — N(0,1) e (an)n>1 ¢

A , . . . D
uma sequéncia de nimeros reais tal que a,, — a finito, entao X,, + a,, — N(a,1).

+2
Resolugdo: Como X, = N(0,1) entdo ¢y, (t) ——— e~ 2z, Vt € R. Denotemos Y,, =

n—s-+oo

X, + a,, pela propriedade 8,

. L2 L2
SOYn = ()OXn‘l'an = eltan Q)OXn (t> elta‘e 2= 6Zta 2 ) Vt E R

n—s-—+0o

Portanto X,, + a, =Y, LN N(a,1).

182QUESTAO: Sejam X, Xo, . . . varidveis aleatdrias, cada uma tendo distribuicao simétrica
em torno de zero. Demonstre que se X, Do x , entao X também tem distribuicao simétrica

em torno de zero.

Resolugao: Como cada X,,, n € N tem distribuigdo simétrica em torno de zero entao
vx,(t) € R para todo t € R e todo n € N.

Pelo (falso) Teorema de Helly — Bray e pelo Teorema de continuidade de Paul Lévy
sabemos que

X, 5 X = lim oy, (t) =px(t), VtER.

n—-—+00
Como a sequéncia de numeros reais (¢x, (f))nen converge para todo t € R, ja que
X, NS , concluimos que px(t) € R, para todo t € R. Pela propriedade 7 temos que

X tem distribuicao simétrica em torno de zero.

193QUESTAO: Sejam X7, X, ... independentes e identicamente distribuidas, com X, ~
U0,1], e sejam Y,, = min(Xy,..., X,,), Z, = max(Xy,..., X,), U, =nY,, V, =n(l — Z,).
Mostre que, quando n — oc:

()Y, 50eZ, 5 1.
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Resolucgao: Dado £ > 0 considere,

lini P(Y, —0]|>¢) = 1112 P(| min(Xy,...,X,)| > ¢)
= (como X, ~UJ0,1]) = lini P(min(Xy,...,X,) >¢)
= (como s@o i.i.d) = lianr (P(X; > )"
= nirgoo(l —e)" =0.
Por outro lado, dado € > 0 considere,
linjlr P(|Z,— 1] >¢) = lini P(| max(Xy,...,X,) — 1] > ¢)
= (como X, ~U[0,1]) = lini P([1 — max(Xy,...,X,)] > ¢)
= lini P(max(Xy,...,X,) <1—¢)
= (como sao i.i.d) = lini (P(X; <1—¢))"

= lim (1-¢)"=0.

n——+0o

(b) U, 2oWoe |78 2, W onde W tem distribuicao exponencial de parametro 1.

Resolugao: Seja Fy, a funcao de distribuigao associada a variavel aleatéria U,, n € N.
Queremos mostrar inicialmente que Fy, 2w para todo ponto de continuidade de W, onde
W tem distribuicao exponencial de parametro 1.

Sabemos que

nirgoo Fy,(z) = ninJ}OOIP’(Un <zx)= ninioop(nYn <)
= niniooIP(Yn <z/n)=1- niniooP(Yn > x/n)
= 1—n£n}FOOIP)(min(X1,...,Xn) > x/n)
= (como as v.a’s sao i.i.d..) =1 — ninioo P(X; > z/n)"
= (comoX, ~Ul[0,1]) =1— nirgoo(l —z/n)"=1—e"=W.

Ja vimos (pag. 41) que W é fungao de distribuigao exponencial com parametro 1, e conclui-

mos a primeira parte do item (b).
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De modo anédlogo podemos observar que V,, 2, . Para tanto considere Fy, a fungao de

distribuicao associada a variavel aleatoria V,,, n € N. Dal temos que

ninioo Fy, (z) = niIEOOIP’(Vn <zx)= ninioo P((1—-Z,) <xz/n)
= 1- ninloop((l —Zy) >x/n) = HILIEMP(Zn <1l—x/n)
= 1—n£niooIP’(max(X1,...,Xn) <1l—x/n)
= (como as v.a’s sao iid.)=1— lim P(X; <1l—az/n)"

n—s-—+0o

= (comoX, ~U[0,1])=1— lim (I1—z/n)"=1—e*=W.

n—--—+o00

Portanto V, 2, W onde W tem distribuicao exponencial de parametro 1.

ZOaQUESTAO: Seja (X,,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes identi-

camente distribuidas, tais que P(X,, = 1) = 5 = P(X,, = —1), e seja

n

1
k=1
Mostre que Y, 2 U[—1,1]. (Sugestdo. Use a igualdade cos f = S;ZC(E? )
Resolucao: Como
- ' ' eit 1 it
ox, (t) =E(e™) = e"P(X,, = 1) + e "P(X, = —1) = —g — = cost,

temos pela Propriedade 8 que
1 —k
szikxk (t) = Px; ?t = COS(2 t).

Como as varidveis aleatérias X,,, n € N sdo independentes temos que @y, (t) = [ cos(27%),
k=1

usando agora que cosf = 551;0(121%) e simplificando através da expansao do produtorio ficamos
com

1 set =0

Py, (1) = ons
2" sen 27"t se t % 0
sen t
: _ : sent _ : t _ sent

fixado t € R\ {0} e calculando ninioo vy, (t) = ninioo e = nirgoo e = g
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Assim, temos que

) 1 set=0
lim oy, () =

n——+o0o sent
= oset#0

Pelo Teorema da Continuidade de Paul Lévy essa fungao é uma funcao caracteristica,
pois ela é continua no ponto zero e converge pontualmente para a dada funcao limite.
Note agora que se X ~ U[—1,1] (X é simétrica em torno de zero), a funcdo caracteristica

de X sera dada por

costx 1 set=0
px(t) = / dt =

2 sent
1 5 Set#o

pela unicidade das fungoes caracteristicas, temos que Y, DU [—1,1].
Capitulo 7

3aQUESTAO: Seja (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes tais que
X, tem distribui¢ao uniforme [0, n|, Vn. Mostre que a condi¢ao de Lindeberg estd satisfeita

e enuncie o Teorema Central de Limite resultante. (Calcule os parametros!)

Resolugao: Como X, tem distribui¢ao uniforme [0, n], Vn. Sabemos que E(X}) = |, Mgy =

0k
ko2
g e o = Var(X},) = o =dr — (g)

2_k‘2

Dai temos que s7 = Var(S;) = ]f—;, onde Sy = X7 + ...+ Xj e s, = /Var(Sy) =

k=1
of + ...+ 0b.

Verificaremos qual é a ordem de s7 (e nao seu valor exato), para isso usaremos o seguinte

lema:

n n
Lema: Para A >0, — Y & ——— 115, de maneira que ) k* é da ordem de n**!.
k=1~ TToteo k=1

Demonstracao. Livro “Probabilidade: um curso em nivel intermediario”; de Barry R. James,

pagina 271. O
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Para 1 < k <n,

k

[ @-ExPAG@ = [ 5 s, @dRe)

le—E(Xg)|>esn

k
1 k
= 7 /(93 - 5)2H{\x—§\>asn}($)d95 =0
0

se n < s, pois, neste caso, o integrando toma o valor zero em |0, k.
Pelo Lema, temos que s2 é da ordem de n®. Logo, s, é da ordem n*?2. Assim, o lema
implica que
s2 1
°n =
n? n—+oo 36
Entao Z—% = Z—%n — 400, de modo que n < €s,, para n suficientemente grande.
n—mroo
Assim, para n suficientemente grande, todas as parcelas sao nulas, satisfazendo que para
todo € > 0,
lim = / (z — E(X,))2dF,(z) = 0.

THz—E(Xn)|>esk

Observe agora que E(S,) =E(X;) +...+E(X,) =1 +2+.. . +2=1" nintl) _ nietl)

2 2 4
2 _ 1 2 _ 4 2 _ n? ~ 92 1 nm+)@n+l) _ nn+1)(2n+1) .
e que oy = 55, 05 = 15,0, = 13 entao s; = 13- 5 = = logo s, =
n(n+1)(2n+1)
72 :

Assim podemos enunciar (um caso particular do) Teorema central do Limite para var-
idveis aleatérias que tem distribuigao uniforme [0, n] do seguinte modo.
Seja (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes tais que X, tem dis-

tribui¢do uniforme [0, n|, Vn. Entao

S n(n+1) b
—_n 4 B N(0,1).
n(n+1)(2n+1)
72

4aQUESTAO: Suponha que X7, X»,... sejam variaveis aleatérias independentes tais que
P(X, = —n) = 1 = P(X,, = n). Mostre que a sequéncia satisfaz o Teorema Central do

Limite mas nao obedece a Lei Forte dos Grandes Numeros.

Resolugao: Como X, Xo, ... sdo varidveis aleatérias independentes tais que P(X,, = —n) =
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1 =P(X, = n), temos que Var(X,,) = E(X?) — [E(X,)]* = E(X?) = n? para todo n € N.

Daf temos que s2 = 02 +...+ 02 =1+...+n? = e a ordem de L & n—3-30/2

n

n(n+1)(2n+1)
6
Como E(X}) = ux = 0 para todo k € N, chegamos que

n

ZH:E|Xk _ ,uk‘2+5 _ ZH:E|Xk|2+5 _ Zk2+5

k=1 k=1 k=1
tem ordem 9 + 3.
Assim, temos que 82% S E|X) — pg|*0 é da ordem de nsts . Daf para § > 0 temos

k=1

245 _
NE)IEOO 32+5 ZE|Xk — 7 =0.
k=1

Logo satisfaz a condi¢ao de Liapunov e portanto o Teorema Central do Limite.

Suponha agora que X7, X, ... satisfaca a Lei Forte dos Grandes Numeros, dai temos

S, E(X))+...+E(X,)

— — 0 q.c.,
n n n—-+400
Nno NOSSO €aso teremos
Sy,
— —— 0 gq.c
n n—-+oo
Observe também que
S S X Sn-1 41 seX,=n
©n _ Pn-l1 + n n n
n n n Snd 1 seX, = —n,
n
Sn—1 —1 _ Sn_1(n—1)4+n(n—1)—(Sn_1)n Sp—1 T R
mas ( + 1) n—1 n(n—1) =1-T5e n 1 n—1 1 n—1"
Como =l < g | < =) opg5p So — Snot > 1 S — a1t < 1 que nos garante
2 = 2 n -1 <2 1 = "204 &
que % nao da saltos menores que 1/2 em médulo. Logo, para todo < 0 < % conseguimos
mostrar que nao existe lim i—", donde concluimos que X7, X5, ... nao satisfaz a Lei dos
n——+0o

Grandes Numeros.

93QUESTAO: Seja X1,Y1, X5, Y, X3... uma sequéncia de varidveis aleatérias indepen-
dentes, as X,, sendo identicamente distribuidas com distribuigao U[0, 1] e as Y,, sendo iden-

ticamente distribuidas com distribui¢ao U|0,2]. Seja S, a soma dos n primeiros termos da
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sequéncia, de modo que S = Xy, So = X7 + Y7, S5 = X1 + Y] + Xs, ete.

(a) Mostre que % converge quase certamente e ache o seu limite.

Resolugao: Como Xi,Y;, Xo,Ys, ... sdo independentes e integraveis com E(X,) = %,
E(Y,) =1, Var(X,) = 15 e Var(Y,) = -5, Vn € N. Assim temos que
X /[ Var(X, ) Var <9
> (5 Z 3 < oo
n=1
o que nos garante a validade da Lei Forte dos Grandes Niimeros.
Dai se, n for par temos
S E(Xi) +EY1) +...+E(Yz) 1.-2+1% 3 .
n n—+oo n n 4 a-c
Se, n for impar temos
S, E(Xl)‘i‘E(}/l)‘i‘—'_E(XLl) 1. ntl 4 n—l 3 1 3
— 2 =2 2 2 =2 - —— > gec.
n  n—-+oo n n 4  4An n—+oc 4
Concluimos, assim que S” — % quase certamente.
Questoes de Sala
12 12 2
S e 1 e 273 e 257
DIA 09/10/13: Sejam f(z) = e g(x)= . Entao (f xg)(z) = onde
/10/ jam f(x) 9(x) (f = g)(2) Noroe

V27mo? 2103

2 _ 2 2
0 =07+ 03.
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Resolucgao: Por definicao temos que

) )2
0o _%% 6_%!%)_
(£ %9)( / F)g(z—y)dy =
\/QWUf N
2
1 / _v° (z=y)
2 202
e e 2 dy
\/2mo? - /2703
—o
2"% 7 _LQQ _*2Zy;ry2
— 20‘1 .e 20’2 dy
\/271'0’1 \/271'0’2
/‘ (02+01)y %
= 20703 . po3 dy.
\/271'0’1 \/271'0’2

Denotemos por simplicidade k =

2 2
2> = 5252 = 52
\/2mo} - £/2m0) 172 2

_ (o'g +o’%)y2 2y

e 2(‘;12472E . 602 dy

(fx9)(z) =

e
\/2mo? /2703 _é

—M—i-by
=k [ e 2 dy

—00
oo
_ (ay)® | bvay
= k[ e 2 va  dy
—00

Tomando u = /ay temos du = y/ady e ficamos com

(o]
(Vay)? +b\/5y

(Frg)e) = k [

_ %/e—“ﬁ% du. (1)

(u—h)? +c, ondeh:—%ec:%.

2 .
Como —% + b — Deste modo, podemos ainda
)
2 a

1
2
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reescrever (2)) do seguinte modo

[e.e]

Fra)e) = S [t

—0o0

Assim, tomando v = u — h temos dv = du e portanto

(fxg)(z) = ieC/e—%dvz—eC\/ﬁ

o 1}2
onde a ultima igualdade decorre do que j4 foi visto em sala, [ e~z dv = /2m. Dal temos
—00
que
2

z

2
§ _ otoy e 27 2
Fr0)e) = |t e Ve
1 _2 1.2 e
= e 2052 o3 oftol
27(03 + o})
1 ~2 o

_ .e 202 62022(0124»022)
2 2
27(05 + o7)

1 (ot )2
.6;5_2_2_72

21(02 + 0?)

1 b
21(03 + o})

22

e 202

Vora?

com 02 = g% + 73.

DIA 09/10/13: Seja f € C2(R). Entao existe C' > 0 tal que
" . h2
o() = sup | fx + ) — F(x) — £)-h— T < Cominga e, 1P,
zeK

Resolugao: Como f € C¥(R) temos pelo Teorema do Valor Médio que f(z + h) — f(z) =
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f'(x+ah)-h,onde a € (0,1). Assim, podemos reescrever

g(h) = sup| (F/(c + ah) — f/(a)) - h— LB

zeR 2

Novamente pelo Teorema do Valor Médio temos que f'(x+ah)— f'(x) = f"(x+ (h) - ah,
com [ € (0,«). E deste modo

o) = sup (7't + am) — ) -n— L
= sup |f"(z + Bh)-ah® — f@)- 02
zeR 2
= sup (f”(x+ﬁh)-oz — L(:C)) - h?

z€R 2
C - h?

VAN

(f”(x +ph)-a— m)‘ < 400 ja que f tem suporte compacto, logo f”

onde C = sup 5

zeR
também possui suporte compacto.

Por outro lado, usando a Férmula de Taylor, com resto de Lagrange temos que existe

0 € (0,1) tal que

f(x+h):f($)+f'(x)-h+w_h2+w

3
2l 3! g

assim, substituindo f(z + h) por f(z) + f'(z)-h % -h? + w - h3 na definicao de

g(h) obtemos

/ " x ~h2
g(h) = sup f(:c+h)—f(x)—f(g;).h_%
z€
" " . " 9
= sup|f@)+ pa) ne D g SEEOR) sy gy - S0
TEK 2! 3! 9
= sup M . h3
z€R 3'
= sup M' . |h|3
z€R 3'
< Cy-|hP.
onde Cy = sup W‘ < +oo0.
zeR

Assim, tomando C' = max{C{, Cy} temos que g(h) < C'min{|h|?, |h|*} como queriamos
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demonstrar.
DIA 30/10/13: Prove o Teorema Central do Limite de Lindeberg: Sejam X, 1, ..., Xk,

independentes para cada n todas com média zero e X, ; com variancia 0 < o2 < +o0.

J
Denote s; =05 | + ...+ 05, ,se Ve >0
k

1 n
8_2 ’ Z E (XinHXn,ﬂzasn]) — 07

n—--—+o00

entao f—’j LN Y, Y ~N(0,1), onde S,, = X1+ ... + Xp, -

Resolucgao: Pelo Teorema de Portmanteau basta mostrarmos que, para toda f € Cp° temos

E|f(%)] — B0

Sejam Yy, 1, Yoo, ..., Yok, , i.i.d. com distribui¢ao normal (0, 1) e denote Y = Y”J*Y”?s:"*m,kn .
Escrevendo
Sn Xo1+ .o+ Xok, Yoi+ .o+ Yog,
s (5)] -mmoon e (= )] el (= -
Sn Sn Sn
r K ke —1
Z Xn,j Xn,j + Yn,kn
=1 =1
= E|f]?’ — 7l +
Sn Sp,
: kn_l k‘n—2
_ Xnj+ Yok, _ Xnj+Yoke—1+ Yok,
+ Bl —f| = + (2)
Sn S
- kn—2 kn—3
' ij + Yn,kn—l + Yn,kn ' Xn,j + Yn,kn—2 + ...+ Yn,kn
+ E|f| & —f| = +
Sn Sn

Xp1+ Yoo+ ..+ Y Yoi4 ...+ Yos,
e )

Sn Sn

Observe que para a diferenca em cada esperanca podemos proceder de modo similar ao
kn—1
n,j

i—1 Xnk Yok, - ~
ue faremos para (2). Chamemos z = - hy = 2%k e hy = —2En ¢ ysando a funcao
s )

n Sn Sn
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definida no exercicio anterior temos que

f" (@) (hi — h3)
2

flx+h) — f(x+ he) — f'(x)(h1 — ha) — < g(h1) + g(ha).

Assim temos que

va+hn—ﬂx+mn—Ew@xm—hm—E{ﬂmx?_hﬁ}:

= B+ h) o+ b)) - B )Rl - Bl - 2] (LA
= E[f(z +hi) — f(z + he)] <E[g(h1)] + E[g(ha)].

Onde a ultima igualdade decorre de todas as X, ;, j = 1,...,k, tem média nula e sao

independentes.

kn
Dalf se mostrarmos que > (E[g(@)] + E[g(%)]) —— 0 obtemos o que desejamos.

=1 o n ) n—+oo

e ‘

Para ver que de fato isso ocorre, observe que como os Yy sao i.i.d. temos » E[g(%)] =
‘]:1 n

ko E[g(21)] e podemos decompor

X Xn,' Xn,'
E |:(] ( ; ’]):| =K |:g ( . ]) H[Xn,j>&‘8n]:| +E [g ( . ]) H[Xn,j<asn]:| ,

pelo exercicio anterior

X,
E {g ( S ’]) H[Xn,j|>asn]}

IN

X2
K-E [ "’”H[xn,j|>asn1]

2
Sh

2
— 8—2 . E I:XnJI[HXn,ﬂZ&Sn]} n—>+oo> O

por outro lado,

&=
s
7 N
|2
&,
N———
=
B
3
A
o
2.
—
IA
=

|Xn,'|3
'E[ oL l<esl

n

K Xo i 1 Xl
= 3_2 -E {_ JS —H[Xn7j|<€sn]]
2
< K g [_Xnﬂ. '53n}
s Sn
Ke 9 KSO’?U
S g : ]E I:Xn7]:| = 8121 ’
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onde a ultima desigualdade ocorre porque todas as X,, ;, 7 = 1,..., k, tem média nula, logo

Var(X,, ;) = afm- e como o ¢ > 0 é qualquer, concluimos que f—’j D, Y, Y ~ N(0,1).

DIA 12/11/13: Como consequéncia dos Teoremas visto em sala temos que
F, — F fracamente <= X,, = X —> vx, (t) — px(t) Vt € R.

Resolugao: Ja vimos em sala que F, — F' fracamente — X, 2, X, entao para a
primeira parte resta mostrar que X, DX = F, — F fracamente.

Sabendo que X, 2> X entdo temos que E(f(X,)) — E(f(X)), Vf € C*(R).
Queremos mostrar que F,, — F' fracamente para todo x ponto de continuidade de F.

Seja a ponto de continuidade de F', escrevemos F,(z) = P(X, < a) = E []I(_Oo,a] (Xn)]

Considere agora

1 se xz€(—o00,a—¢)
folr)=¢ = se z€a—-¢,a)

€

0 se x € [a,+00)
para € > 0 qualquer, ver figura abaixo.

Yy

1 ff

Usando a desigualdade triangular temos que

|[Fo(a) — F(a)] < E ‘H(—oqa}(Xn) - fE(Xn)‘ + |E[fe(Xn) — fo(X)]]
+ B }H(—oo,a}(X) - fe(X)} :

Queremos mostrar que para ¢ > 0 suficientemente pequeno o primeiro e o terceiro fator

da soma (acima) é menor que um 6 > 0, ja que o 2° termo segue do fato de X, 2 x.
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Observemos inicialmente o primeiro fator da soma, como
E|I(cooa(Xn) = fo(Xn)| < Ellg—c,q(X,0)]

veja a figura abaixo.

Considere agora a funcao continua dada por

(

0 se x € (—00,a —2¢|U (a+e,+00)
z+2e—a se € (a—2¢,a—c¢)
9=(x) = )
1 se x € (a—e¢,a
e 4] se x € (a,a+el.

\

Note que g.(z) > I(—)(z) para todo x € R, assim temos que

E ‘H(—oo,a} (Xn) — fE(XnM E ‘H[a—e,a] (X")‘

IN

IN

E[ga (XN)] nT) E[ga (X)]>

ja que X, D, X. Além disso temos que 11{41(1) g:(x) = Iy () e como a é ponto de continuidade
de F temos que P(X = a) =0, logo li\r%ga(:v) =0. Como 0 < g.(X,) <1, para todo x € R
concluimos pelo Teorema da Convergéncia Dominada que ll\lil) E(g-(x)) = 0.

Assim, temos que para todo £; > 0 suficientemente pequeno que exite §; > 0 tal que
E [L( 0,0 (Xn) = fe(Xn)| < 01.

Observemos agora o terceiro fator da soma, isto é, £ ‘H(_wﬂ} (X) — fe(X )‘

Como il{% fe(x) = L(_so,a)(x) € sendo a ponto de continuidade de F' temos que P(X =

a) = 0, logo li\r% f-(z) = [(—oq(x) quase certamente e usando novamente o Teorema da
15
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Convergéncia Dominada concluimos que

E Lo (X) = fo(X)] = 0.

Dai, temos que para todo €5 > 0 suficientemente pequeno existe do > 0 tal que
B |Iooa(X) = fo(X)] < b2
Tomando portanto € = min{ey, €2} teremos
|Fu(a) = F(a)] < &+ 0y + [E[f(X,) = f(X)]],
sendo fz continua e limitada e sabendo X, L2, X concluimos que

[E[fe(Xn) = fe(X)]] ——0.

n——+00

Portanto, F,, — I fracamente para todo x ponto de continuidade de F'.

Para a segunda parte (X, DX = vx, (t) — wx(t) Vt € R) usamos o (falso) Teorema
de Helly-Bray que afirma que se X, = X =—> [ g(z)dFy, () — [ g(x)dF(z) para
toda funcao g : R — R continua e limitada.

Como cos(tz) e sen(tx) sao fungoes definidas em todo R, continuas e limitadas para ¢
fixo, daf temos que E(cos(tX,,)) = [ cos(tx)dFx, () — [ cos(tz)dF(z) = E(cos(tX)) e
E(sen(tX,)) = [sen(tz)dFy, () — [ sen(tx)dF(xz) = E(sen(tX)), donde concluimos
que ¢y, (t) — px(t) Vt € R.
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