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Este trabalho consiste em resolver algumas questoes selecionadas pelo professor Tertu-
liano, que em sua maioria foram retiradas do livro: “Probabilidade: um curso em nivel

intermediario”, de Barry R. James.

Capitulo 1

1aQUESTAO: Sejam A, B e C eventos aleatérios. Identifique as seguintes equacoes e
frases, casando cada equacao expressa na notacao de conjuntos com a correspondente frase

na linguagem de eventos:

a) ANBNC=AUBUC i) A e “BNC"sdao incompativeis.

)
c) AUBUC =A

( (

(b)) ANBNC=A4 (17) Os eventos A, B e C sao idénticos.

( (7i1) A ocorréncia deA implica a de “B e C”.
(

(d) (AUBUC)\(BUC)=A iv) A ocorréncia de A decorre de “B ou C”.

Resolugao: Analizando inicialmente o item (a), temos que AN BNC C AU B UC para
todo A, B e C. Por outro lado, AUBUC C AN BN C significa que dado xr € AUBUC
temos x € A, B, C, ou seja, os eventos A, B e C' sao idénticos (a ocorréncia de um implica a
ocorréncia de todos), portanto (a) «— (ii).

Considere agora (b), sempre temos ANBNC C A, mas A C AN BN C implica que
dado x € A entao x € B e x € C. Logo a ocorréncia de A implica a ocorréncia de B e C,
protanto (b) «— (i17).

Em (¢) sempre ocorre que A C AU BUC, mas se AU BUC C A isso implica que para
qualquer z € B ou x € C temos xz € A. Assim, a ocorréncia de A decorre de “B ou C”. Ou

seja, (¢) «— ().



Por fim, considere o item (d), sabemos que sempre ocorre (AU BUC)\(BUC) C A, ou
seja, se x € (AUBUC)\(BUC) entao = ¢ (BUC'), mas dado que A C (AUBUC)\(BUC)
temos que para qualquer z € A, x ¢ (BUC'). Logo A e “BNC" sao incompativeis, ou ainda
(d) — (i)

2"‘QUESTAO: A partir dos axiomas, prove a propriedade Pb5:

oo

P(|JAn) <D P(A,)

Resolucao: Considere,

l31 = f41
B2 = AZ\Al
133 == /43\(142 LJ/41)

B, = ANA U---UA,_,).

o0
Como por construgao os B, sao disjuntos dois a dois, temos pelo axioma 3’ que P(|J B,,) =
n=1

> P(B,). Como |J A, = |J B, temos que
n=1 n=1

n=1

P(U An) = P(U Bn) = ZP(Bn) < ZP(An)

onde a ultima desigualdade ocorre devido ao fato de que para cada n € N, B, C A, e

P(A,) = P(B, U (A, — B,)) = P(B,) + P(A4, — B,) > P(B,).

32QUESTAO: Sejam Aj, A, ... eventos aleatérios. Mostre que
(a) P(N Ax) > 1= > P(Ay).
k=1 k=1

(b) Se P(Ax) > 1 —¢e parak=1,...,n, entdo P([) Ax) > 1 — ne.
k=1

() B() Ar) >1— 3 P(AY).
k=1 k=1



Resolugao:

Item (a): Usando o axioma 4 temos que P(|J Ax) < > P(Ax). Considere 2 = (] Ax) U
k=1 k=1 k=1

(U Af). Assim, pelo axioma 2 temos que

Portanto P( ﬂ Ap) > 11— Z P(AS).
Item (b): Pelo item (a) temos

n

P((A) > 1= P(A) =1-) (1-P(4))

k=1

= 1—n+iIP’(Ak)21—n+i(1—5):1—n5.

k=1 k=1

8

Item (c): Sabendo que ([ Ax)¢ = J Af e usando a 2° questao ficamos com P (( N Ak)c) =
k=1

k=1

P(|) A2) < é P(AS), como P <(ﬁl Ak)c) — 1—P(() A temos 1 —P( (] A) < é P(AS),

k=1 k=1 k=1

ou seja, P(( Ag) > 1— > P(AS).
k=1 k=1

4"‘QUESTAO: Demonstre as seguintes propriedades:
(a) Se P(A,) =0 paran = 1,2, ..., entdo P(|J A4,) = 0.
n=1

(b) Se P(A,)) =1 paran = 1,2, ..., entao P( () A,) =

n=1
Resolugao:
Item (a): Como vimos na 2° questdao P(|J A,) < > P(A,), sendo P(A,) = 0 para todo
n=1 n=1

n € N temos que Y P(A,) = 0, pois é soma enumeravel de zeros. Assim P(|J 4,) <0,

logo P(U A,) = 0.
n=1

Item (b): Pela 3° questao item (c), P([) An) > 1 — > P(A%), como P(A,) = 1, entdo
n=1

n=1

P(AS) = 0 para todo n € N, logo Y P(AS) = 0 (soma enumerdvel de zeros). Assim,

n=1

P( ﬁ A,) > 1 e portanto P( ﬁ A,) =1, ja que, 0 < P( ﬁ A,) <1
n=1

n=1 n=1



5"‘QUESTAO: Demonstre: Se A;, As,.... e By, By, ... sao eventos aleatérios do mesmo
espago de probabilidade tais que P(A,) — 1 e P(B,) — p quando n — +00, entao
P(A,NB,) — p.
Resolugao: Comegamos mostrando que se P(C),) 1—a. De

fato, como P(C¢) =1 —-P(C,,) —— 1 —a.

n—-4o0o

a entao P(C¢)

n—-+4o0o n—-4o0o

Sabemos que para cada n € N, A, N B, C B, assim P(4, N B,) < P(B,), logo
linJﬂr P(A, N B,) < hn?r P(B,) = p.

Por outro lado,
1-P(A,NB,) =P(A,NB,)°) =P(A, UBy) <P(A;) + P(B;),

ouseja, P(A, N B,) > 1—-P(AS) —P(BS). Assim, lim P(A,NB,) > lim 1-—-P(AS)—

n—-4o0o n—---+4o0o

P(B¢) =1—0—(1—p) =p. Portanto ninioo P(A, N B,) =p.

SaQUESTAO: No jogo de CRAPS dois dados sao jogados. Se o jogador tirar 7 ou 11

pontos ele ganha. Se ele tira 2,3 ou 12 ele perde. Nos outros casos ele continua jogando os
dois dados até sair 7, caso em que ele perde, ou entao sair o primeiro resultado, caso em que
ele ganha. Descreva o espaco amostral. Qual a probabilidade dele ganhar?
Resolugao: Seja Q = {2,3,4,..., 12} 0 espaco amostral e denote X; = k o valor k obtido
na i—esima jogada, i € Ne k € {2,3,...,12}. Sabemos que P(X; = 2) = P(X; = 12) = 1/36,
P(X; =3) =P(X; =11) =2/36, P(X; =4) = P(X; = 10) = 3/36, P(X; =5) = P(X; =
9) =4/36, P(X; =6) =P(X; =8) =5/36 ¢ P(X; = 7)6/36.

Como,

P({ganhar}) = P <{ganhar} m {X, = k‘})

k=4,5,6,7,8,9,10,11

P < U {ganhar} N {X; = k‘})

k=4,5,6,7,8,9,10,11

= P({ganhar} N {X; = 7}) + P({ganhar} N {X; = 11})
2P({ganhar} N {X; = 4}) + 2P({ganhar} N {X; = 5})

+ o+

2P({ganhar} N {X; = 6})



Sabendo que

P({ganhar} N {X; =4}) = P({ganhar}|{X; =4})P({X, =4})

= IP’({U ganhar no n—esimo langamento}|{X; = 4})P({X; = 4})

n=1

_ (R T)E L
N 36 \ 36 36 36

n=1

P({ganhar} N {X; =5}) = P({ganhar}|{X; =5})P({X; =5})

= P(U{ganhar no n—esimo langamento}|{X; = 5} )P({ Xy = 5})

n=1

B izx 26\"*\ 3 16
N 36 \ 36 36 360

n=1

P({ganhar} N {X; =6}) = P({ganhar}|{X; =6})P({X; =6})

= P(U{ganhar no n—esimo langamento}|{X; = 6})P({X; = 6})

n=1

S (i By Al
B 36 \ 36 36 396

n=1

Assim, temos que P({ganhar}) = % + % + % + % + % = %.

QaQUESTAO: Uma caixa contém 2n sorvetes, n do sabor A e n do sabor B. De um grupo
de 2n pessoas, a < n preferem o sabor A, b < n o sabor B e 2n — (a+b) nao tem preferéncia.
Demonstre: se os sorvetes sao distribuidos ao acaso a probabilidade de que a preferéncia de

todas as pessoas seja respeitada ¢é de

o))

Resolugao: Ordenemos as primeiras a + b pessoas de modo que as a primeiras prefiram o

sabor A e as demais prefiram o sabor B.

. ~ . s . . . . , 2n)! ’
Como a quantidade de sequéncias possiveis de distribuir o sorvete é de C3,, = % (nimero

de caso possiveis).

Sabendo que o nimero de casos favoraveis deve satisfazer: sorvete de sabor A para as a

bt



primeiras pessoas depois sorvete de sabor B para as b seguintes pessoas. Com isso restam
apenas 2n — a — b pessoas a receber sorvete. Sendo que temos (n — a) sorvetes de sabor A e
(n — b) sorvetes de sabor B. Assim o nimero de distribuicao do sorvete sabor A é C7. ¢ .

assim a quantidade de distribuicao para o sabor B nestas condig¢oes é de um tnico modo, dai

temos.
P(Preferéncia Respeitada) = %
2n
132QUESTAO:

(a) Sejam A, B e C eventos aleatdrios de um espaco de probabilidade (€2, A, P). Mostre que

P(AUB) =P(A)+P(B) —-P(ANDB)

eP(LAUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC).
(b) Enuncie a generalizacao do item (a) para o caso da uniao de n eventos aleatdrios.
Resolucgao:

Item (a): Como A = (A\B) U (AN B) temos que P(A) = P(A\B) + P(A N B), de modo
analogo temos que P(B) = P(B\A) + P(A N B), assim somando P(A) com P(B) temos

P(A)+P(B) = P(A\B)+P(ANB)+P(B\A)+P(ANB)
= P((A\B)U(B\A)U(ANB))+P(ANnB)=P(AUB)+P(ANB).

Observe que a segunda igualdade decorre do fato de que os conjuntos (A\B), (B\A) e ANB
sao disjuntos. Assim, P(AU B) =P(A) +P(B) —P(AN B).

Para a segunda parte do item (a) vamos usar o que ja fizemos. Assim,

P(AuB)uUC) = P(AUB)+P(C)—-P(AUuB)NC)

Item (b): Sejam Aj, As, ..., A, eventos aleatérios de um espago de probabilidade (2, A, P)



entao

n n n

P(AU---UA,) =D P(A)— Y P(ANA)+ Y PANA;NA)..+(—1)""P(ANAN: - NA,)

i=1 1=i<j 1=i<j<k

16"‘QUESTAO: Seja (2, A, P) um espago de probabilidade e suponha que todos os con-
juntos abaixo pertencam a A. Prove:

(a) Se os A, sao disjuntos e P(B|A,) > ¢ para todo n, entdo P(B| U A,,) > ¢ (pode supor
P(A,) > 0 Vn).

(b) O item (a) com “ =" no lugar de “>".

(¢) Se Api1 C Ay e P(A,11]A,) < 1 para todo n, entao P(A,) — 0.
(d) Se os A, sao disjuntos e P(B|A,) = P(C|A,) ¥n, entdo P(B|U A,,) =P(C|U A4,).
(

e) Se Ay, A, ... sao disjuntos e UA,, = Q entao
P(B|C) = ZIP’ A,|C)P(B|A, N C).

Resolucgao:
. _ P(BN(UA,))  PUBNA,)) Y PBNA,)
Item (a): Como P(B|U A,) = P(UA,) = T PUA) = TP

terceira igualdade vem do fato dos A,/ serem disjuntos o que implica que os B N A,/ sao

, onde a

diSJ:untos. Além disso, temos que P(B|A,,) = % > ¢ dai temos P(BNA,,) > cP(A,),
2LP(BNA) 20 cP(An)
P(B|UA,) = B(UA,) ZP( 3 =c.
o . > P(BN A, P(BNA,) _
Item (b): Vimos no item (a) que P(B|UA,,) = =Poa) Sendo P(B|A4,) = TP

c entao P(BN A,,) = cP(A,), logo

CSB(BNA)  YB(A,)
FBIVA) = =504y ~ SPA) ¢

P(A1NA,)  P(A, L
Item (c): Note que IP’(An+1|A ) = ( PJ(FZH) ) = IE(”( :)1) < 3 daiP(An41) < PQ"), o que
implica que, P(A,) < = 2n ) Wn e N, pois P(4,) < P(‘gl), P(A;) < P(éz) < P(;;l), - P(Ay) <
P(A1)
n1-



Portanto, ]P(An) < ]I;S;Afll) — 0, ou Sejaa ]P(An) — Oa Jé que ]P(An) > 0.

n—--+00 n—-s>—400
P(BNA P A
Item (d): Sabendo que P(B|A,) = P(C|A,), temos para cada n que (BnA,) _ PCNA) ’

P(An) P(An)
logo P(BNA,) =P(CNA,).

Usando o fato de que os A,, sao disjuntos e as propriedades de probabilidade temos

P(U(BNA,)) _ Y.P(BNA,) _ Y. P(CNA,)

PIBIUA) = =50, P(UA,) P(UA,)
PUCNA,)) PCN(UA))
PUA)  PUA) WA
Item (e): Sabemos que P(B|C) = % Como os A, sao disjuntos e UA,, = 2 podemos

escrever BNC' = (UA,)N(BNC) = U(BNA,NC) onde os (BNA,NC) sao disjuntos para todo
n. Deste modo P(BNC) = > P(BNA,NC) = > P(BNA,NC) => P(C)P(A,|C)P(B|A.N

(), onde a ultima igualdade decorre do Teorema da Multiplicacao. Portanto,

S P(C)P(A,|C)P(B|A, N C)
P(B|C) = P(g(g)@) _ Sl - ;P(AH\C)IP(BMn ne)

17aQUESTAO: Suponha que a ocorréncia ou nao de chuva depende das condigoes do
tempo no dia imediatamente anterior. Admita-se que se chove hoje choverda amanha com
probabilidade 0,7 e que se nao chove hoje chovera amanha com probabilidade 0,4. Sabendo-

se que choveu hoje, calcule a probabilidade de que chovera depois de amanha.

Resolugao: Considere os seguintes eventos: C = {chover depois de amanha}, A={chover
amanha} e N={nao chove amanha}. Assim queremos saber a probabilidade de C' = (ANC)U
(NNC), logo P(C) = P(ANC)+P(NNC). Mas P(ANC) =P(A)-P(C|A) =0,7-0.7=0.49
eP(INNC)=P(N)-P(C|N)=0.3-0.4 =0.12, portanto P(C') = 0.49 4+ 0.12 = 0.61.

212QUESTAO: (De Fernadez[12]) Pedro quer enviar uma carta a Marina. A probabilidade
de que Pedro escreva a carta é de 0.8. A probabilidade de que o correio nao a perca é de
0.9. A probabilidade de que o carteiro a entregue é de 0.9. Dado que Marina nao recebeu a

carta, qual a probabilidade condicional de que Pedro nao tenha escrito?



Resolugao: Considere os seguintes eventos: M = {Marina nao recebeu a carta}, P={Pedro
nao escreveu a carta }, C={O correio perde a carta } e D={O carteiro ndo entrega a carta}.
Assim queremos saber P(P|M) = P(Izm\f), ja temos que P(P N M) = P(P) = 0,2. Resta
saber P(M),

Como M = PU(PNC)U(PNCND), onde P representa a negacio da sentenca P.

Assim,

P(M) = P(P)+P(PNC)+P(PNCND)
= P(P) +P(P)P(C|P) +P(PNC)P(D|(PNC))
= P(P)+P(P)P(C|P) + P(P)P(C|P)P(D|(P N C))

= 02+08-01+0.8-0.9-0.1 =0.352.

Portanto P(P|M) = ;%2

Capitulo 2

12QUESTAO: Seja X o nimero de caras obtidas em 4 langamentos de uma moeda honesta.

Desenhe o grafico da funcao distribuicao de X.

Resolugao: Sejam Q = {(wy, ..., wy); w; = cara ou coroa, ¢ = 1,...,4} o espago amostral e
X : Q — R definido por X (w) =ntmero de caras em w = (wy, ..., w,) a varidvel aleatéria.

Assim Fy(z) = P(X < ) é a fungao de distribuicao de X.

Como X é varidvel aleatdria discreta temos que [X < z] = J [X = ], logo Fx(z) =
i, <x
> P(X = ;). Calculando P(X = x;) ficamos com, P(X = 0) = &, P(X = 1) = 1,
tx; <x

P(X=2) =5 P(X=3) =41

5 P(X =4)=+,P(X <0)=0eP(X >4) =0. Assim,

167

0 sex <0
Fx(x) = Z< P(X =ux;) sex € [0,4]
1 sex >4

Portanto o grafico de Fyx é:



15016 [~""" """ Q—Q

11416 [~~~~~7=7=7777 ’_O. : i

e == —

1/16 0—ﬂ:> ! ~
1 2 3 4 X

Figura 1: Grafico de Fx

22QUESTAO: Um ponto é selecionado ao acaso, do quadrado unitdrio [0,1] x [0, 1]. Seja

X a primeira coordenada do ponto selecionado. Faca o grafico da funcao de distribuigao de X.

Resolugao: Seja Q = {w = (x,y); 0 < x,y < 1} o espaco amostral e considere X : Q —
[0,1] dado por X (w) = =.

Como Fx(z) = P(X < x) temos para x > 1 que Fx(z) =P(X <xz)=1¢e paraz <0,
Fx(z) = P(X <) =P0) = 0. Como Fx(z) =P(X <2) =22 =z para0 <z < 1.

Portanto
0 sex <O
Fx(z) =4 x sex€[0,1]
1 sexz>1
Logo o grafico de Fx é:
Fx
A
e
1 VX

Figura 2: Grafico de Fx

32QUESTAQ: Se adotéssemos F(x) = P(X < ) como defini¢do da funcéo de distribuicio

10



de X, qual seria a distin¢ao entre o grafico de Fx, e o desenhado no §2.17 Haveria alguma

mudanga na funcao de distribuicao de 77 no mesmo exemplo?

Resolugao: A distingao entre o gréafico de Flx, e o desenhado no §2.1 é que F, é continua a
esquerda ao contrario do que ocorre no §2.1, onde ele é continuo a direita, ou seja, os degrais
seriam fechado a direita e abertos a esquerda.
No caso da fungao de distribui¢ao de 77 := sup{t;w(t) = 0} temos que no §2.1
0 set <0
Fry (t) =

l—e ™ set>0

e adotando F(t) = P(X < t) vamos ter P(T} <t) =0Vt <0eP(Ty <t) =1—eVt > 0.

Dai temos que

[ 0 set <0
nlf) = l—e ™ set>0

Portanto Frp, (t) = Fr,(t), ji que Fr,(0) = Fr,(0). Logo o grifico é o mesmo.

5"‘QUESTAO: Suponha que a vida 1til de certo tipo de lampada tenha distribuicao expo-
nencial com parametro A.
(a) (Falta de memoria da distribuigdo exponencial) Seja T a vida de uma lampada desse
tipo. Mostre que

P(T>t+s)=P(T > s).

(b) Suponha que A = 3 quando a vida é expressa em dias. Uma lampada solitaria é ligada
em uma sala no instante ¢ = 0. Um dia depois, vocé entra na sala e fica ali durante 8 horas,
saindo no final desse periodo.

(i) Qual a probabilidade de que vocé entre na sala quando ja estd escura?

(ii) Qual a probabilidade de vocé entrar na sala com a lampada ainda acesa e sair da sala
depois da lampada queimar?

(iii) Dado que a lampada estava acesa quando vocé entrou. Qual a probabilidade de vocé

sair com a luz apagada?

11



Resolugao:
Item (a): Como a distribuigao é exponencial entao

t t
Fr(t) = / f(z)dx = / e Mdy = —e ML =1—e M
0

0
eP(T>t)=1—(1-e*)=e* Daf temos

P(T>t+sT>t) PIT>t+s) et
P> b+l > 1) = P(T > t) T OPT >t e =e M =P(T>s).

Item (b,i): Sabendo que T" é expresso em dias, desejamos saber qual a probabilidade da vida

util da lampada ser menor ou igual a um dia, ou seja,

t
P(T'<1)= / 3¢ dy = —e | =1— e,
0

Item (b,ii): Como entramos na sala um dia depois e permanecemos na sala durante oito
horas, ou seja, é do dia, logo devemos calcular a probabilidade da lampada queimar depois

de um dia e antes de um dia somado com % de dia, logo

4

4 3
P1<T<g)= /3 3¢~ dr = —e~3|
1

=l

= ¢4 +e.

Item (b,ii): Pela letra (a) temos que a distribui¢do exponencial ndo tem memoria, assim

4 1 1
IP’(T§§|T>1) = 1—IP’(T>§+1|T>1):1—IP(T>—):IP(T§

3 )

Wl =

1

3
= / 3¢ ¥dr = —e7 g =1—¢!
0

S ol

6°QUESTAO: Seja X uma variavel aleatéria com densidade

cr? se—1<zx<1
flz) =

0 caso contrario.

(a) Determine o valor da constante c.

12



(b) Ache o valor « tal que Fx(a) =1 (o ¢ o primeiro quartil da distribuicdo de X.)

Resolucgao:

Item (a): Sendo f a densidade de X temos que f_Jr;o f(z)dz =1, mas

400 -1 1 +00 1 c
1= f(x)dx = /_ f(z)dx + /_1 f(z)dx + 1 f(z)dx = /_ cridr = %

- 1

Assim, % =1, portanto ¢ =

3
2

Item (b): Como Fx(a) = [ f(z)dz =1 temos que

@ “3 a1 1
dr = “Pdr = — + - ==
/_1f(x) ! /_1 2x T +2 4’

assim, o = —1 entao a = —f/g.

72 QUESTAO: Uma varidvel aleatéria X tem funcao de distribuicao

1 sex>1
Flz)=4¢ 2% se0<z<1
0 sex<0.

Qual e a densidade de X?

Resolucgao: Como F' é continua, X tem densidade. Assim a densidade de X é,

, 0 sex<Qoux>1
flz) =F'(z) =

322 se0<z<1.

Os valores f nos pontos 0 e 1 é arbitrario, pois qualquer que seja f(0) (ou f(1)) a integral

ffoo f(t)dt é ainda igual a F(z).

IOaQUESTAO: Se X é uma variavel aleatéria com distribuigao exponencial de parametro
A > 0, qual a distribuigao da variavel aleatéria y = min(\, X)? Faga a decomposicao de Fy.
Resolucao: Como X tem distribuicao exponencial de parametro A > 0 sabemos que

Ae ™M set>0

f(t) =
0 set <0

13



¢ densidade de X.
Vamos agora encontrar a distribui¢do de Y = min(\, X). Como Fy(t) = P(Y < t),

temos:
e Parat > A temos P(Y <t) = 1.
e Parat <0, P(Y <t)=0.

e Para 0 <t < )\ temos

t t
P(Y <t)=P(X <t)= / e Mds = / A Mds = —e M| =1—e M
0

—0o0

0 set <0
Portanto, Fy(t) = ¢ 1 —e* se (<t < \ . Vamos agora decompor Fy.
1 set> A

Como Fy tem apenas um salto em ¢t = A e P; = salto no ponto A = 1 — e~**. Sabendo

que Fy(t) = F(t) — F(t7), logo

ot 0 set <A\
) = e set> A\

Calculando agora a derivada de Fy obtemos a densidade de Y,

, 0 set<Oout>A\
f(t)=Fy(t) =
Ae A set € (0,N).
0 set <A\
t
Assim, Fy(t) = [ f(z)dz =4 1—e™ se0<t¢ <\ . Porfim, temos F, = Fy — Fy, —

1—e™ set> )\
F; = 0. Portanto Fy = F, + Fy.

Capitulo 3

GaQUESTAO: Um jogador vai lancar uma moeda honesta. Ele para depois de lancar ou
duas caras sucessivas ou duas coroas sucessivas. Qual a esperanca do nimero de langamentos?

Resolugao: Seja X a variavel aleatoria dada pelo niimero caras e coroas observadas. Assim,
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temos que X ¢é discreta, entao E(X) = Jio k-P(X = k), onde k é o nimero de lancamentos.
Como a probabilidade de ganhar jogand];:; moeda apenas uma vez é nula, temos P(X = 1) =
0, sabendo que a probabilidade de ganhar jogando a moeda apenas duas vezes é duas vezes
a probabilidade de tirar duas caras (ou duas coroas), logo P(X = 2) = 21 = 1, procedendo

assim temos que P(X =3) =21 = 1, P(X =4) =2;- =1,--- \P(X = k) =2

_ 1
 9k—1»

N
a~|’_‘

paran € N e n # 1. Entao

+00 +00 1 +o0 1 1 2
k=1 k=2 k=1

+o0o
Observe que a peniltima igualdade ocorre, ja que, para 0 < a < 1 temos ﬁ = kzoak, e

+00
como a série de ponténcias Y o pode ser derivada termo a termo qualquer ntimero de vezes
k=0

+o0o
entao, derivando uma vez ambos os lados ficamos com ﬁ = katt
k=1

82QUESTAO: Sejam X e Y varidveis aleatérias. Se Fy(z) < Fy(z) para todo z € R,
dizemos que X ¢é estocasticamente maior que Y. Prove que se X é estocasticamente maior
que Y, entao E(X) > E(Y) (se existem E(X) e E(Y)).

Resolugao: Se X é estocasticamente maior que Y temos que Fx(x) < Fy(z) para todo

r € R. Logo 1 — Fix(x) > 1 — Fy(x) para todo x € R, assim se E(X) e E(Y) existem,

+o0 0 +o0 0

E(X) = / (1= Fy(x))dz — / Fy(a)da > / (1= Fy(2))da — / Fy(a)da
> 70(1 ~ Fy(2))de — /0 Fy (2)dz = B(Y).

Portanto, E(X) > E(Y).

112*QUESTAO: Jogadores I e II tém 200,00 reais cada um. Langa-se uma moeda com
probabilidade p de dar cara (0 < p < 1). Se der cara, o jogador I recebe 100,00 reais do I1;
se der coroa, I paga 100 ao I1. Continua-se lancando a moeda independentemente, até um

dos jogadores perder tudo, isto é, até um deles ficar com os 400,00 reais. Determine E(N),
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onde N é o numero de lancamentos até terminar o jogo.

Resolugao: Como cada jogador perde ou ganha 100 a cada rodada temos que P(N = 0) =
P(N = 1) = 0. Além disso, se k > 1 for impar também teremos P(N = k) = 0, pois cada
jogador recebeu 200,00 reais e pelas regras se £ > 1 for impar temos que os dois jogadores
ja ganhou e ja perdeu em alguma das rodadas, suponha por absurdo que um dos jogadores
ganhou 400,00 na k—esima jogada, £ > 1 impar, seja ele o jogador I, como I perdeu em
digamos 0 < a < k lancamentos, temos que I deve ter ganho em a + 2 lancamentos para
sair vitorioso, assim k = 2a + 2 é par, absurdo. Logo os jogadores s6 podem ganhar em um
nimero par de lancamentos.

Assim N € {2,4,6, ...} e calculando:

e Para N = 2 temos, P(N = 2) = (1 — p)? + p?;

e Para N = 4 temos, P(N = 4) = 2(p(1 — p)3 + (1 — p)p?);

e Para N = 6 temos, P(N = 6) = 4(p*(1 — p)* + (1 — p)*p?)

e Para N = 8 temos, P(N = 8) = 8(p3(1 — p)® + (1 — p)*p°);

e Para N = 2n temos, P(N = 2n) = 2" 1(p"}(1 — p)"* + (1 — p)"~1pnth).

+o00
Como E(N) = > 2k-P(N = 2k) ficamos com,

E(N) = Y 2k- 27" (1= p)" 4 (1 - p)"ipY)
= 2) k-2 N1 =p)" (1 = p)* +p7)

= 2((1—p)°+p") D> _k- (201 —p)p)" "
k=1

16



reescrevendo o somatorio,

14+2(2(1 = p)p) +3(2(1 = p)p)* + - --

> k201 -p)p)!
= 1+
(2(1 =p)p) + (2(1 — p)p) +

2(1=p)p)* + (2(1 = p)p)® + (2(1 — p)p)* +

+ o+ o+

Assim, somando por colunas temos em cada coluna progressao geométrica de razao maior

que zero e menor que um. Dai

f k-2 —pp)"t = f(zu —p)p)" + f(zu )

1 L 20 -pp (2(1 — p)p)?
1-2(1-p)p 1-201-p)p 1-2(1-pp
1

= m(1+2(1—p)P+(2(1—P)p)2+“')

B 1 ( 1 )_ 1
120 -pp\1-2(1-p)p/) (1-2(1—-p)p)?

Tt CN2..2
Logo, E(N) = 2((1=p)*+p*) 3 k- (20=p)p)"™" = 2A(1=p/+1") - iz = it

192QUESTAO: Suponha que a varidvel aleatéria X tenha a seguinte densidade “triangular”

l+z se—-1<x<0
fA)=<¢ 1—2 se0<z<1

0 sex < —1oux>1.

Calcule E(X) e var(X).
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Resolucao: Como f é densidade de X temos que

E(X) = /:)sf(:)s)d:)s: ]le(x)d:v+/Oxf(x)d:v+/le(x)d:v+ 70:)3/‘"(:):)0[:):

1

= 0+/0:Bf(x)dx+/:vf(x)dx+0:/Ox(1+x)dx+/x(1—x)da:

0 0

N A i A
- (7*3)'—1*(7‘?) o=0

Sabendo que var(X) = E(X?) — (E(X))? = E(X?) temos que

1

var(X) = E(X?) = /x2f(x)dx = /0x2(1 +x)dm+/lx2(1 —z)dr = é

202QUESTAO:

a) Prove que se a varidvel aleatéria X é limitada, entdo tem momentos finitos de toda ordem.
b) Seja A um evento aleatério. Calcule todos os momentos absolutos da variavel aleatéria
X =14.

c¢) Demonstre: se X ~ N(u,0?), entdo todos os momentos absolutos de X sao finitos.

d) Seja X ~ Cauchy(0,1). Quais sd@o os momentos absolutos finitos de z?

Resolugao:

Item (a): De fato, como X é limitada entao existe M > 0 tal que | X| < M. Assim para cada
n € N temos |X|* < M™, portanto E(|X|") < E(M"™) = M"™ < 400. Logo X tem momentos

finitos de toda ordem.

Item(b): Como X > 0, temos que | X| = X, além disso X ¢é definhada como 1 se x € Ae 0
caso contrario, logo | X|¥ = |X| = X, daf temos que E(|X|*) = E(X) = [[4dP =P(X = A).

Item(c): Como X ~ N(u,c?) temos que X tem densidade f(z) = \/21706_%(%%)2. Sejak € N

entao,

T—

1 u
E|X[* = / ol (@) = —— / 2l e b g, 1)
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considerando t = £ temos dx = odt e ode ser reescrito como
g

E|X|k:m/|x|k6_2( o )2d$=\/—2_7T/|0’t—|—,U|k 2alt< —/ alt| + |u|)ke % dt. (2)

Como, (at| + |u)* = CE(altD)* + CF(olt) ™ ul + C5 (ot 2|ul® + - - + Ci_y (o]t ]! +

C¥lul*, assim

1 t2 t2 t2
E|X|* < Nt <C’§ /(J\t|)k6_7dt+/Cf(a|t\)k_1\,u|e_7dt+ e +C,§/\u|ke_7dt) :

2 2 2 2
Sabendo que [(o|t|)*e~ = dt = o* [ |t|*e~ T dt,logose [ |t|Fe~Tdt < +oo entdo [ |t[*e~ T dt <
2 2
400 Vn < k. Desse modo vamos nos consentrar apenas na [ It|Fe~ T dt, como i tke~ T dt =
+o0o

2 0 2 2
[ the=Tdt— [ t*e~ 7 dt, basta entdo calcular a [ t*e~ 7 dt. Usando o método de integragio
0 —00

2
por partes, chamando v = t* ' e dv = te= T dt temos du = (k—1)tk=2dt e usando substituicao

2
simples chegamos que v = —e_%, logo
2 2 2
/t’“e—%dt = " e T 4 (k- 1) /t’f—2e—%dt.

2 2
Se k = 3, ftk_2e_t?dt = —e_%, caso k > 3 usamos novamente integracao por partes,

2 2
u=t"3edv=te Tdt temos du = (k — 3)th*dt e v = —e~ 7, dai

(k—1)/tk—2e—§dt:(k—1)< 3= 4 (k — 3)/t’f—4e—§dt).

Assim, ftke_édt _phley (k — l)tk_?’e_% +(k—1)(k-3) ftk_‘le_%dt. Daise k =5

temos f tk_4e_%dt = —e‘% caso contrario continuamos integrando por partes e ficaremos
com
2 .2 2
/tk . —t"“‘le_?2 — (k- 1)tk_36_72 — o= (k=1)(k—=3)---2e" 2 2 se k for fmpar;
—th e — (k—1)tF P2 —- = (k—1)(k—3)---1 [e 2dt se k for par.
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t2 ~ t2 . ,
como \/% [ e 2dt =1 entao [e zdt=+/2m, assim para k {mpar teremos

+0o0
t2 t2 t2 t2
/ themzdt = —tF eI —(k—-DtF e i — o — (k= 1)(k—3)---2e |
0
— (k—D(k—3)---2 < +0.

e para k par temos

—+00

t2 t2 t2 V2
/ them2dt = —th eI — (k- DtFSe 2 |f® —-  —(k—1)(k—3)--- 1T7T

0

- —(k—1)(k—3)---1@<+oo.

0 2 0 2
Para f t*e=3 dt fazemos a mesma analise e teremos que f theTdt < +oo. Portanto,
—00

E|X ¥ < 400 para todo k € N.

Item (d): Como X ~ Cauchy(0, 1) entdao X possui densidade dada por f(x) = ,x €R.

S
m(1+22)
Assim, tomando inicialmente £ = 1 temos que

+o00 0

|| 1/ x 1/ x
o[ QP QU | R Ny S W (L
X /7?(1—0—3:2) S (1+22) T (1+22) v
0 —00
Como [ ide = § [ % = J1In(u) temos que
1 +o00 1 0
E|X| = —/ ’ dx——/ T da
) 1+a? T ) 1+ a2
0 —00

1 1
= -+ )| — o n(1+ 2%)|% . = 400

Deste modo concluimos que X nao possue momentos absolutos finitos, pois caso houvesse,
esse obrigaria a E|X| < +oo.
232QUESTAO: Prove que se X assume valores no intervalo [a,b], entio a < E(X) < b e
var(X) < %. (sugestao: faga primeiro para a =0 e b = 1). Exiba uma variavel aleatéria
que atinge variancia maxima.

Resolugao: Como a < X < b entao a = E(a) < E(X) < E(b) = b. Note agora que
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var(X) < &= a) , pois sabemos que a funcao f(c) = E(X — ¢)? tem minimo em ¢ = E(X),

logo

var(X) = E(X—E(X))2§E<X_a;b)2<E(b_a+b)

Para a variavel aleatéria que atinge variancia maxima, considere X assumindo valores no

intervalo [0, 1] ¢ X ~ Bernoulli(1/2), temos que

var(X) = E(X?) — (E(X))? =

242QUESTAO: Calcule a variancia da varidvel aledtoria X, sob as seguintes condicoes:
(a) X ~ Poisson(A), onde A\ > 0.

(b) X ~b(n,p), onde 0 < p < 1.

Resolucgao:

Item (a): Sabendo que X ~ Poisson()\) entdao P(X = k) = e k>0, k € N. Assim,

k!

kB - k‘A)\ Y P
—kZ:O-( Ze _)l—e;ﬁ—.

+o00
Por outro lado, E(X?) = Z—:o K P(X =k) = Z l{;(k By tomando t = k — 1 temos,
+o0 S\ +o0 —A )i+l Foo Ayt+l T Ayt
N e e e A e A
E(XT) = Zk(/g—1)!_z(t+1> D DU TR Dl
k=1 =0 =0 =0
+00

+oo)\t

- _ 12

e E —t!_/\AJr)\—)\ + A
t=

t=0

Portanto, var(X) = E(X?) — (E(X))? = A+ X -\ =\
Item (b): Seja X; = Bernoulli(p), i = 1,...,n independentes. Assim, (ver questao 30°)
X2LX + -+ X, logo E(X) =E(Xy) + -+ E(X,) = nE(X,) = np. Como os X; sao

21



independentes var(X) = Y var(X;) = nvar(X;). Sabendo que
i=1
var(Xy) = E(X1)” — (E(X1))* = E(X1)* - p* = E(Xy) —p* =p —p’

onde a pentltima igualdade decorre do fato de X assumir apenas valor 0 ou 1, logo X2

também s6 assumira valor 0 ou 1, logo E(X;)?* = E(X;).

26°QUESTAO:

(a) Sejam X e Y varidveis aleatérias que s6 assumem os valores 0 e 1. Mostre que se
E(XY) =E(X)E(Y), entdao X e Y sao independentes.

(b) Prove: Se X assume apenas valores a e b, Y assume apenas os valores c e d e cov(X,Y) =
0, entao X e Y sao independentes.

Resolucgao:

Item (a): Sabendo que X e Y s6 assumem os valores 0 e 1, temos que as o—algebras de
gerada por X e Y sdao o(X) = {0,Q,A, A} e oY) = {0,Q, B, B}, onde A e B sao os

conjuntos onde X e Y respectivamente assume apenas valor 1. Deste modo,
P(ANB) =E(I4lp) =E(XY) =E(X)E(Y) =P(A)P(B).

Ademais, sabendo que P(ANB) = P(A)P(B) temos que P(ANB¢) = P(A)P(B°), P(A°N
B) =P(A°)P(B) e P(A°N B¢) = P(A°)P(B°), ja que, AN B°= A — AN B entao

P(ANB®) = P(A—(ANB)) = P(A)~P(ANB) = P(A)—P(A)P(B) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B°)

De modo andlogo mostra-se que P(A°N B) = P(A°)P(B) e como

P(A°NB°) = P(AUB))=1-P(AUB)=1—P(A) — P(B) + P(AN B)
= P(A%) —P(B) + P(A)P(B) = P(A°) — P(B)(1 — P(4))
— P(A9)(1 - P(B)) = P(A°)B(B")

Concluimos que X e Y sao independentes, ja que para o () e Q o resultado é sempre valido.
Item (b): Sabendo que X assume apenas valores a e b e que Y assume apenas valores ¢ e d,

temos que as c—algebras gerada por X e Y sao: o(X) ={0,Q,A, A} ec(Y) = {0,Q, B, B},
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onde X assume valor a em A e b em A° e Y assume valor cem B e d em B€.

Assim, X = all4 + bl4c e Y = clg + dlge e portanto,
XY = (CLHA + bI[Ac)(CHB + dHBc) = aclanp + adlanpe + bcl gcqnp + bdl geqpe.

Ademais, como cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y) =0 entao E(XY) = E(X)E(Y). Dali,

por um lado temos

E(XY) = acE(Lanp) + adE(Lanpe) + bcE(Lacnp) + bAE(Lacnpe)
= acP(ANB) + adP(AN B°) + bcP(A° N B) + bdP(A° N B°)
= acP(ANB)+adP(A—- (AN B))+bcP(B - (AN B)) + bdP(AU B)*
= acP(ANB) + adP(A) — adP(AN B)) 4+ bcP(B) — bcP(AN B) +bd(1 —P(AU B))
= (ac—ad —bc)P(AN B) + adP(A) + bcP(B) + bd(1 — P(A) —P(B) + P(AN B))
= (ac — ad — be + bd)P(A N B) + adP(A) + beP(B) + bd — bdP(A) — bdP(B)  (3)

por outro lado,

E(X)E(Y) = E(aly + bl )E(clp + dlpe) = [aE(Ly) + bE(Ly )] [E(Ig) + dE(Lz )]
= acP(A)P(B) + adP(A)P(B°) + bcP(A°)P(B) + bdP(A°)P(B°)
= acP(A)P(B) + adP(A)(1 — P(B)) + be(1 — P(A)P(B) + bd(1 — P(A))(1 — P(B))
= (ac — ad — be + bd)P(A)P(B) + adP(A) + bcP(B) + bd — bdP(A) — bdP(B)  (4)

De @) e ) temos que (ac — ad — be + bd)P(AN B) = (ac — ad — be + bd)P(A)P(B). Como
(ac — ad —bc+bd) = (a —b)(c—d) e a # bec# dtemos que (a —b)(c—d) # 0, logo
P(AN B) = P(A)P(B). Usando o que fizemos na letra (a) concluimos que P(A N B¢) =
P(A)P(B°), P(A°N B) = P(A9)P(B) e P(A°N B¢) = P(A°)P(B°), ou seja, X e Y sdo inde-

pendentes, ja que para o ) e Q o resultado é sempre valido.

282QUESTAO: Se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes com varidncias finitas.
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Demonstre que
var(XY) = var(X)var(Y) + (E(X))*var(Y) + (E(Y))*var(X).
Resolucgao: Por um lado, usando a independéncia das varidveis aleatorias temos

var(XY) = E(XY)? - (E(XY))? = E(X?*Y?) — (E(X)E(Y))?
= E(X*)E(Y?) — (E(X))*(E(Y))". (5)

Por outro lado,

var(X)var(Y) + (E(X))*var(Y) + (E(Y))?var(X)
= (E(X?) - E(X)")(E(Y?) - E(Y)?) + E(X)*(E(Y?) - E(Y)?) + E(Y)*(E(X?) - E(X)?)
= E(X*)E(Y?) — (E(X))*(E(Y))* (6)

Por (B]) e (@) temos que

var(XY) = var(X)var(Y) + (E(X))*var(Y) + (E(Y))*var(X).

293QUESTAO: Sejam X e Y variaveis aleatorias com variancias finitas. Mostre que se

var(X) # var(Y), entdo X +Y e X — Y ndo sdo independentes.

Resolugao: Suponha por absurdo que X + Y e X — Y sao independentes, assim E(X +
V) X-Y)=EX4+Y)E(X-Y), mas E[(X+Y)(X -Y)] =E(X?-Y?) = E(X?)—E(Y?)
e (X +Y)E(X —Y) = (E(X) + E(Y))(E(X) - E(Y)) = (E(X))* — (E(Y))?, daf E(X?) —
E(Y2) — (E(X)) — (E(Y))?, logo var(X) = E(X?) - (E(X))? = E(Y?) — (E(Y))? = var(Y),
absurdo, pois var(X) # var(Y).

30aQUESTAO: Seja X uma varidvel aleatéria tendo distribuicao b(n, p). Mostre que X tem
a mesma distribuicao que X7 + --- 4+ X,,, onde as X; sao varidveis aleatérias independentes

e identicamente distribuidas que assumem apenas os valores 0 e 1. (Qual é P(X; = 1)7)
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Utilize esse resultado para calcular a esperanca e a variancia de X.

Resolugao: Sabendo que X + - - -+ X, sdo i.i.d. (independentes e identicamente distribui-
das) com probabilidade digamos, P(X; =1)=peP(X; =0)=1—p para 0 < p < 1, temos
que IP’(ZTL: X; = k) representa a probabilidade de X; (1 <i < n) assumir k valores 1 e n — k
ValoresZ:Ol. Como existem C}' combinacoes deste tipo, usamos a independéncia dos X; e o

fato de serem identicamente distribuidos e obtemos,
P(Y " X; = k) = CR(P(X1 = 1)*(P(X, = 0))"* = Cyp*(1 — p)" .
i=1

Portanto, X; + - -+ 4+ X, ~ b(n, p).

Assim, calcular a esperanca e a variancia fica bem mais simples, j4 que, sabendo que
E(X;) =0(1—-p)+p=pparal <i<necomoX L X;+ -+ X, temos que E(X) =
SSE(X) = S E(X) = m.

Para calcular a variancia usamos o fato de que sendo os X, independentes temos

n
var(X) = > var(X;) e como X; assume apenas os valores 0 e 1 temos que X? = X; logo
i=1

var(X;) = E(X;)?—(E(X))? = E(X;)—(E(X))? = p—p? e concluimos que var(X) = n(p—p?).

3laQUESTAO: Demonstre que a covariancia é bilinear:

CcoVv (i ain', zn: ijj> = zn: Zm: Cl,ibiCOV(Xi, X])
i=1 Jj=1

j=1 i=1

onde os a; eb; sdo nimeros reais. (Suponha que as X; e Y; possuam variancias finitas.)

Resolugao: Sabemos pela definicao de covariancia que

i=1 j=1 i=1 j=1
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Reescrevendo E

<Z aiXZ) (2 b; X J>] e usando a linearidade da esperanga temos,
i=1 =1

(Z aZXZ> <Z ijj> E ale (Z ijj) ‘l‘ e ‘l‘ ame (Z b]X]>]
i=1 j=1 j=1 j=1

= Elaib XiY1 4+ a1be X0Yo + -+ a10, X0 Yy + -+ - 4 a1 X Y1 + - -+ + 40,0, X5, Y7

= abE(XqY7) 4+ + a1, E(X Y,) + - + anb E(X, Y1) + - + anb E(X, YY)

n

= Y abEXY)) 4+ Y ambB(X,Y))
j=1 j=1

= > ) abE(XY)) (7)

i=1 j=1

de modo analogo temos que

E (Z aiXZ) (Z b; X ) E(ay X1 4 - - - X )E(01 Y1 4 - - - + b,Y,)
=1

= [mE(X1)+ -+ anE(X)] [E(YL) + -+ - 0, E(Y,)]
= alblE(Xl)E(iq) -+ arb, E(Xl)E(Y )+ -+ 4 E(X)E(Y)) + - - - + a0, E(X)E(Y,)

= ZaleXl +ZambE Y;)
= ZzaibjE(Xi)E(Yj)- (8)

(£ (

Assim, de () e (R
cov (i a; X;, iijj) =
i=1 j=1
=YY Al E) - 3wl EOE)
=1 j=1 i=1 j=1

= 3> ab(E(XGY;) — E(X)E(Y)

i=1 j=1

= Zm:zn:aibjcov( X, Y)) Zzﬁlzb icov(X;,Y))

i=1 j=1 Jj=1 =

NE
=
~——

3
3

372QUESTAO: Exiba um exemplo de uma sequéncia tal que Xp(w) — X(w) Yw € Q,
com E(X) e E(X,) finitas, mas E(X,) - E(X). (Sugestdao. Seja Y ~ UJ0,1] e defina
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Xn = nH[0<Y<%] )

Resolugao: Considere X, = nljy_y1; = nljy 1;. Note que, para todo w € [0, 1], X, (w) =
n sew € [0,1/n]

nly 1) = , assim X,,) — X = 0 para todo w € |0, 1], j& que quando
" 0 caso contrario.

n — 400 o intervalo [0,1/n] — [0,0]. Por outro lado, E(X,) = n-P(X =n) =ni =1
enquanto que E(X) = 0, desse modo E(X,,) - E(X).

Capitulo 5

1aQUESTAO: Seja Ai, Ao, ... uma sequéncia de eventos aleatdrios em (€2, A, P), com indi-
cadores I4,,14,,.... Mostre que P(A4,,) — 0 se, e somente se, 4, 2o

Resolugao: Dado que lim P(A4,) = 0, queremos mostrar que para todo € > 0,

n—--—+o00

lim P(|I4, — 0] > ¢) = 0.

n—--—+o00

Como lim P(JIs, — 0] > ¢) = lim P(I4, > ¢), temos dois casos a considerar: caso
n—--400 n—--400

0 <e <1, temos que “Iy, >e"={we Qly, (w) >e} =A,, assim

lim P(|I4, —0/>¢)= lim P(4, >¢)= lim P(A,)=0.

n—-4o0o n—---+4o0o n—-4o0o

Caso € > 1, temos que “I4, > " ={w € Q;14,(w) > e} =0, logo

lim P(|l4, —0|>¢)= lim Py, >¢)= lim P())=0.

n—-+4o0o n—-4o0o n—-+4o0o

Portanto, I 4, Lo.

Considere agora que Iy, 20, ou seja, para todo ¢ > 0 ninioo P(|I4, — 0] > &) = 0.
Mas como 0 = nin}rooIP’(mAn —0] >¢) = n£m+ooP(HAn > ¢), para todo ¢ > 0, tome entao
0<e<T1lassim, “I4, >e&" ={we Dy, (w)>e} =A, Logo

0= lim P(Iy, —0/>¢)= lim Py, >¢)= lm P(A,).

n—-4oo n—---+4o0o n—-4o0o

32QUESTAO: Seja (X, ),>1 uma sequéncia de varigveis aleatérias. Prove que se E(X,,) —

a e var(X,) — 0, entao X, 5o
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Resolugao: Como 0 = lim var(X,)= lim E(X,)?— (E(X,))?entao lim E(X,)*=

n—-4o0o n—-4o0o n—-4o0o

lim (E(X,))? =a?, ja que, E(X,) — a.

n——+o0o

Seja € > 0, temos pela desigualdade de Chebychev que,

E(X, —a)® E(X2-2aX, 2
5 5
_ E(X}) - 20E(X,) + o?) o —2a-a+a? 0

g2 n—s+00 2

Logo, para todo € > 0, limJr P(| X, —a|] > ¢) =0, ou seja, X, 5o
6aQUESTAO: Sejam X1, Xo, ... varidveis aleatérias independentes tais que X,, tem dis-
tribuicao U|0, a,], onde a,, > 0. Mostre:

(a) Se a,, = n?, entao com probabilidade 1, somente um nimero finito das X,, toma valores
menores que 1.

(b) Se a,, = n, entao com probabilidade 1, um nimero infinito das X,, toma valores menores

que 1.

Resolucgao:

Item(a): Como X, ~ UJ[0,n? temos que P(X, < 1) = # Considere agora o evento
+00 “+oo

A, = [X, < 1], n € N. Daf temos que > P(A,) = Y -5 < +o0, pelo Lema de Borel-
i=1 i=1

Cantelli P(A,, infinitas vezes) = 0, ou seja, fP’(An finitas vezes) = 1.

Item(b): Como X, ~ U[0,n] temos que P(X, < 1) = X. Assim considerando o evento

A, = [X, < 1], n € N, temos que os A,/5 sdo independentes, jd que os X sdo inde-
+00 +00

pendentes e Y P(4,) = Y 1 = 400, novamente pelo Lema de Borel-Cantelli temos que
e -

i =1

P(A,, infinitas vezes) = 1.

72 QUESTAO: Sejam X, Xs, ... varidveis aleatérias independentes tais que P(X,=1) =
1/n, P(X,, =0) =1—1/n. Mostre que X, L 0 mas P(X,, — 0)=0.

Resolugao: Queremos provar que para qualquer £ > 0, lini P(|X,| > ) = 0. Sabemos
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que P(X,, #0) =1—-P(X, =0) = 1 e como para dado ¢ > 0 temos que

T n

]P)(|Xn - O| > 5) = IP)(|AXn| > 5) < ]P)(Xn # 0) =

n n—-—+oo
. P
ou seja, X, — 0.

Resta agora mostrar que P(X,, — 0) = 0, para tanto é suficiente mostrar que P(X,, >
¢ infinitas vezes) = 1 para algum € > 0, pois neste caso teremos X,, > ¢ infinitas vezes
com probabilidade 1 e este evento implica que X,, #— 0. Assim, considere o evento
A, = [ X, > %] e note os A,s sao independentes, pois os X, sao independentes e mais

+o0o +o0o
P(A,) > P(X, =1) =1 logo > P(A,) > > L = +00 e pelo Lema de Borel-Cantelli temos
i=1 i=1

P(A,, infinitas vezes) = 1 o que completa o exercicio.

QaQUESTAO: Sejam X, X, ... variaveis aleatorias independentes e identicamente dis-

tribuidas, com distribuicao exponencial de parametro 1. Mostre que

Xy
P ( > 1 infinitas Vezes) =1
logn

mas

X
P ( "> 2 infinitas Vezes) =0.
logn

Resolugao: Como P (hi(g"n > 1 infinitas V€Z€S> =P (lim sup [lg{g"n > 1]) Definamos A; =
n—-+4o0o

[% > 1} LAy = [15233 > 1] ,.... Como os X, sao independentes temos que os A, também

sao independentes e sabendo que a distribuicao é exponencial de parametro 1 temos

+oo

XTL —x —T o0 1

P(A,) =P Logn > 1] =P[X, >logn] = / e ¥dr = —e |fggn = -
logn

“+oo +00
assim, Y P(A,) = Y = +oo. Pelo Lema de Borel-Cantelli temos que P(limsup 4,,) = 1.

n=2 n=2 n—s+o0o

logn logn

Por outro lado, sabendo que P ( Xu_ > 2 infinitas Vezes) =P <1im sup [ Xn 2} ) Defi-

n——+o0o

namos como acima A; = |2z > 2| A, = |22 > 2| ... Como a distribuicdo é exponencial
log 2 ’ log 3 ’
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de parametro 1 temos

+00
X, 3 B} .
IP)(An)—IP)LOgn>2 =P[X, >2logn] = / R
log n?

e novamente pelo Lema de Borel-Cantelli temos que P(limsup 4,) = 0.

n——+o00

11°QUESTAO: Sejam X1, Xo, ... variaveis aleatorias.

\Xn

(a) Demonstre: se Z P(|X,| > n) < oo, entdo limsup 22l < 1 quase certamente.

n=1 n—s-4o00

(b) Se as X,, sao identicamente distribuidas e integraveis, demonstre que

R

limsup —— < 1 quase certamente.
n—s-4oo n

Resolugao:
Item (a): Considere o evento A, [‘X”‘ > 1], onde n € N. Como Z P(A,) < oo temos pelo

Lema de Borel-Cantelli que P(A,, infinitas vezes) = 0. Assim IP’(A finitas vezes) = 1, ou

|X"| < 1 ocorre para infinitos valores de n com probabilidade 1. Logo lim sup ‘X”‘ <1

n——+00

ainda,

quase certamente.

Item (b): Defina A, = ['X”| < 1] para i € N, queremos provar que P(A,, infinitas vezes) = 1.
Como P[% <l=1- IP’['X”| > 1] =1 — P[] X,| > n] usando a desigualdade de Chebychev
temos que IP’[DZ"' <1=1-PX,|>n]>1- w.

Como os Xy sao identicamente distribuidos e integraveis temos E(X;) = E(X;) < +o0

para todo ¢ € N, logo

B(X) _, E(X)

n n n—->--+00

n

Como IP[

< 1] <1 temos que lim IP[

n—--—+o00

<1 quase certamente.

< 1] = 1. Assim, P(A,, infinitas vezes) =

1, ou seja, limsup ‘X"

n——+oo

123QUESTAO: Sejam X7, X, ... variaveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribuidas tais que X; ~ U[0,1]. Prove que n=*» — 0 em probabilidade, mas n~*»
nao converge quase certamente para 0. (Sugestdo para a parte quase certa: prove que

P(n=» —0) =0.)
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Resolugao: Seja ¢ > 0 e considere n™*" > ¢ = {w € Q; n™X®@ > ¢} Como para n > 1

temos que n~ X" > ¢ é equivalente a X, (w) < _11;)52' Assim paran > 1, n %" > e={w e
. loge\ __ loge
Q’ X"(w) < _logn} =X, < T logn®
Como a distribuigao é uniforme em [0, 1] temos que lim P(|n=*"—0| > ¢) = lim P(n~*" >
n—-4o0o n—-s--+4o0o
g)= lim P(X, <—5) = — lim 1% =0, ou seja, n~*» Zo.

n—+o0 logn logn

Vamos agora mostrar que P(n=*» — 0) = 0, ou equivalentemente, que P(n=%" /4 0) = 1.

n—-4o0o

loge
logn

Para isso considere 0 < € < 1 e 0 evento A, = [n™*» > ¢] = [X,, < —12%] onde n > 1, daf

loge—!

+o0o +o0o +o0

temos que loge™ > 0 e como > P(4,) > S P(4,) = 3 28% — 400, além disso os Ay,
n=1 n=2 n=2

sao independentes e pelo Lema de Borel-Cantelli temos que P(A,, infinitas vezes) = 1, ou

seja, P(n™*» — 0) = 0.
Questoes de Sala

OBSERVAQAO: Algumas das questoes elaborada durante as aulas ja foram respondidas

em alguns dos exercicios anteriores, logo nao serao incluidos aqui.

DIA 28/08/13: Sejam Xy, X5, ... independentes. Mostre que

P(weQ; 3 lim Xl(w)+ﬂ.+Xﬂ(w)) —Ooul

n—-4oo n

Resolugao: Observe que sendo X7, X, ... independentes, basta pela Lei 0-1 de Kolmogorov,

+oo
mostrar que {w € §2; 3 lianr M} pertence a o —algebra caudal I = [ o (X, Xpi1,--.)-
n—- +00 n=1

Para isso, note que

n—->+00 n n—s—+o00 n n—s+o0 n
—  lim Xz(w)+~-~+Xn(w).
n—-s—4oo n
ja que, liﬂi X)) — (. Assim,
{u} €Q; 3 lim W) oot "(w)} = {u) € 3 lim 2W) -+ "(w)}
n—>+00 n n—s—+00 n
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De modo analogo temos que,

Xi(w)+ -+ X, (w)

lim = lim
n——>+00 n n—-+00 n
= lim Xa(w) + -+ Xn(w)
n—--—+00 n
= lim Xs(w) + -4 Xn(w)
n—--—+00 n
_ lim Xno(w) +-- 4+ Xn(w)
n—-4oo n ’
Logo,
X e+ X X 4 X
{w eQ; 4 lir& W) -4 "(w)} — {w € 3 lir& no(W) + -+ n(w)}
n—s—+o0o n N 00 n

Portanto, {w € Q; lim M} € J e pela Lei 0-1 de Kolmogorov,

n—--—+o00 n

=0ou 1.

P<wem hm'&@0+m+XMW)

n—--+o00o n

DIA 02/09/13: Se X ~ geom(p), entao
P(X>k+h|/X>h)=P(X > k).
Resolugao: Como X ~ geom(p), entao

P(X>k+hnX>h) PX>k+h
P(X>hthlX>h) = DXZEFhOX2h) PX2k+h)

P(X > h) P(X > h)
+oo .
kzh 1P(1 o
i=k+h—
T T i - (1—75)’“1 =(1-p"
> p(1—p) P

j=h—1

+oo .
Por outro lado, P(X > k) = p>_ (1 —p)* = pl(_l(_f?;) = (1 — p)*. Dai concluimos que
i=k

P(X > k+h|X > h) =P(X > k).
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