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Resumo

Nesta dissertacdo, estudamos em detalhe a prova do limite hidrodi-
namico para o processo de k-exclusido totalmente assimétrico a partir
do limite hidrodindmico para um processo de alturas associado. Como
principais ferramentas, utilizamos o Teorema Ergédico Sub-aditivo de
Kingman e atratividade.

Palavras-chave: Limite hidrodindmico, processo de exclusao totalmente
assimétrico e Teorema Ergédico Sub-aditivo de Kingman.



Abstract

In this dissertation, we study in detail the proof of the hydrody-
namic limit for totally asymmetric k-exclusion processes from the hy-
drodynamic limit of the associated height process. As main tools, we
utilize the Kingman’s Sub-additive Ergodic Theorem and attractive-
ness.

Keywords: Hydrodynamic limit, totally asymmetric exclusion proces-
ses and Kingman’s Sub-additive Ergodic Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertagao, provamos o limite hidrodinamico para o processo
de exclusdo totalmente assimétrico, tendo como referéncia base o li-
vro [7] e também o artigo [8]. O processo de exclusdo totalmente as-
simétrico (TASEP) pode ser construido em Z¢, porém trataremos aqui
apenas do caso unidimensional, o que simplifica consideravelmente os
calculos, e além disso nos permite a utilizacédo de figuras para auxiliar
a leitura. Para dimens6es maiores seria necessario estudar percolacao
de ultima passagem, enquanto que no caso unidimensional técnicas de
grandes desvios serio suficientes.

O processo de exclusdo é um sistema de particulas interagentes de
grande importancia em Probabilidade e em Mecanica Estatistica. Seu
uso nessas areas é motivado pelo fato de exibir interacédo entre parti-
culas e por outro lado, ser matematicamente tratavel (em geral, provas
matematicamente rigorosas em Mecanica Estatistica sdo de grande di-
ficuldade técnica).

A dinamica do TASEP pode ser resumida intuitivamente da se-
guinte maneira: o espaco de estados do sistema é dado por configu-
racoes de particulas em Z. Cada nimero inteiro representa o que cha-
maremos de sitio, e em cada sitio, permitimos de zero a k particulas
(dai o nome k-exclusdo). Dada uma configuracéo inicial de particulas,
vamos definir uma evolucéo (aleatéria) no tempo desta configuracao.
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Nesta evolucdo, cada particula se movera somente para um mesmo
sentido (aqui convecionamos para a direita), dai o nome “totalmente
assimétrico”. A evolugao temporal se dara da seguinte forma. A cada
sitio de Z, associamos um relégio Poisson (a ser definido no Capitulo
2). Quando um relégio toca, uma das particulas neste sitio salta para o
sitio vizinho a sua direita, desde que haja uma particula no sitio de ori-
gem e com a regra de que no maximo £ particulas por sitio seja respei-
tada no sitio de chegada. Através da chamada Construcéo Grafica, feita
no Capitulo |2, a dinamica do processo sera definida rigorosamente.

Fazendo uma relacdo direta com o processo de k-exclusdo vamos
construir o processo de alturas. Esse processo é obtido através de fun-
coes alturas, que sdo funcoes crescentes h : Z — Z. A relacdo com o
TASEP é feita da seguinte maneira: dado uma certa configuracéo do
processo de k-exclusdo, a quantidade de particulas somadas do sitio 0
até um sitio x definira o valor da funcéo altura em x. Assim, uma con-
figuracdo para o TASEP definira as inclinagoes de uma funcéo altura.
Em palavras, obteremos configuracées de um processo de k-excluséo
através da derivada discreta de funcgoes alturas.

O principal teorema aqui estudado é o chamado limite hidrodina-
mico (para o TASEP), que consiste no limite da trajetéoria temporal da
densidade espacial de particulas, quando certos parametros sao escalo-
nados, no nosso caso, tempo e espaco. Iremos provar o limite hidrodina-
mico para um processo de alturas associado, o qual implicara o limite
hidrodinamico para o processo de k-exclusdo totalmente assimétrico.

Provaremos primeiramente o limite hidrodinamico para o processo
de altura, tendo como perfil inicial do processo o perfil minimal, de-
finiremos este perfil ao longo do texto. Para isso, utilizaremos como
ferramenta fundamental o Teorema Ergédico Sub-aditivo de Kingman
e a nocdo de atratividade (a ser definida no texto). A partir dai, con-
seguiremos mostrar o limite hidrodinamico para o processo de alturas
com qualquer perfil inicial. Pela estreita relacédo entre o processo de ex-
cluséo e o processo de altura provaremos o limite hidrodindmico para o
k-TASEP.



Comecaremos o Capitulo |2/ com algumas definicdes basicas de pro-
babilidade, que utilizaremos ao longo da dissertacdo. Depois disso,
ainda no mesmo capitulo, definiremos e apresentaremos algumas pro-
priedades do processo de Poisson, que serdo necessarias para construir
o processo de exclusdo logo em seguida. No Capitulo 3, sera definido
o processo de altura, e sua relacdo com o processo de exclusdo. Além
disso, provaremos nesta parte a e a nocdo de atratividade do processo
de alturas, que é uma das pecas chave para na prova de seu limite hi-
drodinamico. No Capitulo 4, provaremos o limite hidrodinamico para
processos de k-excluséo totalmente assimétricos. Por fim, no Capitulo
apresentamos perspectivas futuras.



Capitulo 2

Processos de Poisson e
Construcao Grafica de
sistemas de particulas

Neste capitulo daremos algumas defini¢6es basicas da teoria da pro-
babilidade e enunciaremos o lema de Borel-Cantelli que sera utilizado
diversas vezes ao longo da dissertacdo. Além disso apresentaremos
o processo de Poisson que sera necessario para, posteriormente, cons-
truirmos processos de exclusido. Também vamos construir graficamente
sistemas de particulas.

2.1 Preliminares

Inicialmente definiremos espaco de probabilidade, variaveis aleato-
rias e processo estocastico.

Definicao 2.1. Um espaco de probabilidade é um trio (), F, P), onde
Q2 é um conjunto ndo-vazio, F é uma o-dlgebra de subconjuntos de ) e P
¢ uma medida de probabilidade em F .

Em geral, ndo especificamos exatamente o espaco de probabilidade
no qual estamos trabalhando. Enunciamos apenas as hipéteses (inde-



pendéncia, distribuicdes, etc.) para as quais os resultados sdo validos
(independentemente do espaco de probabilidade escolhido).

Observacao 2.1. Dada uma funcdo X : Q2 — R, utilizaremos a seguinte

notacdo ao longo do texto:
(X <a] ={weQ; X(w) <a}.

Definicao 2.2. Uma varidvel aleatéria X em um espaco de probabili-
dade (Q, F, P) é uma func¢do X : Q2 — R tal que [X < z] € F para todo
reR.

Definicao 2.3. Cosidere X1,..., X, varidveis aleatorias definidas no
espaco de probabilidade (2, F, P) e F1,. .., F, eventos pertencentes a .
Os eventos F e F;, sdo independentes se

P[F, N )] = P|F] - P[F).

As varidveis aleatorias X, ..., X, sdo coletivamente independentes se

P[X, € Fy,..., X, € F)] = | [P[X; € F}).

=1

Definicao 2.4. Dado uma varidvel aleatéria X, definimos sua funcdo

de distribuicdo de probabilidade por
Fx(x) =P[X <z].

Definicao 2.5. Uma varidvel aleatoria X possui funcdo de densidade
f(z) se
Fxlo) =PIX <2)= [ fwdy.
Nessa dissertacdo utilizaremos variaveis aleatérias com distribui-

cao exponencial, Poisson e Gamma. A seguir apresentamos as suas
respectivas definicoes.



Definicao 2.6. o) Uma varidvel aleatoria tem distribui¢do exponencial

de pardémetro )\ > 0 se sua funcdo densidade f(x) for do tipo

fz) = Ae ML poy.

b) Uma varidvel aleatoria X tem distribui¢do de Poisson de pardme-
tro A > 0 se sua funcdo de probabilidade for dada por

eAN™

m)!

PX =m| = ,
comm=0,1,2,....
¢) Uma varidvel aleatoria X tem distribuicdo Gamma de pardmetros

a > 0e [ > 0sesua funcdo densidade f(x) for dada por

ﬁaxa—le—ﬁx
f2) = —F(a) , se:c>07

0, sex <0

onde T'(«) :/ y* e Vdy .
0

Definicao 2.7. Um processo estocdstico é uma colecdo de varidveis ale-
atorias {X;; j € J} definidas em um mesmo espacgo de probabilidade

(Q, F, P) e indexados por elementos do conjunto J.

Agora enunciaremos o lema de Borel-Cantelli, que sera utilizado
diversas vezes ao longo da dissertacdo. Uma prova desse lema pode ser
vista em [2]]. Antes, vamos definir o evento “A,, infinitas vezes”.

Definicao 2.8. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e A, € F.
Entdo o evento [A,, infinitas vezes| pode ser definido como

[A,, infinitas vezes| = ﬁ G A, = n11_r>rc1>o D A,

m=1n=m

={w € Q; we A, para infinitos A} s} = limsup 4, .



Proposicao 2.1. Lema de Borel-Cantelli. Seja (2, F, P) um espaco
de probabilidade e considere A, A,, ... € F.

(@) Se Z]P’(An) < 00, entdo

n=1

P(A, infinitas vezes) = 0.

(b) Se Z P(A,) = co e 0s A, sdo independentes, entdo
n=1

P(A,, infinitas vezes) = 1.

2.2 Processos de Poisson

O processo de Poisson foi apresentado por Siméon Denis Poisson em
1834. Tal processo estocastico serve como representacdo de diversos
modelos referentes a chegadas no tempo como, por exemplo, chamadas
telefénicas em uma empresa ou chegadas de 6nibus em um ponto. A
seguir definimos precisamente o processo de Poisson.

Sejam {7;},>1 variaveis aleatérias independentes com distribuicéo
exponencial de parametro A > 0. Interpretamos cada 7; como o tempo
decorrido entre duas chegadas. Assim, o tempo da primeira chegada
sera definido como 7} = 71, 0 tempo da segunda chegada sera T, = 71 +7,

e assim por diante, ou seja,

n
Tn = E Ti -
i=1

Convencionamos 7y = 15 = 0.

Definicao 2.9. O processo de Poisson com pardmetro \ é o processo
estocdstico { N, }1>0, onde a varidvel aleatoria N, representa o nimero de

chegadas no intervalo [0, t], ou seja, N; é definido por

Ny =inf{n>0; T4 >t}.



A contagem do tempo ditada pelo processo de Poisson vai ser cha-
mada de relégio de Poisson. Graficamente, um sorteio tipico do Pro-
cesso de Poisson pode ser visto como na Figura 2.1

Ny
41 —
; —
: —
o

r n Lo

Figura 2.1: Ilustracdo de um sorteio do processo de Poisson.

Usaremos a notagdo PPP()\) para denotar um processo de Poisson de
parametro \. Esta abreviatura vem de “processo pontual de Poisson”,
nome também utilizado na literatura. Também ilustraremos o processo
de Poisson por uma linha vertical com marcas nos tempos de chegada,
como na Figura 2.2

T2 T

T3 T
Ty +

Tempo PPP())

Figura 2.2: Ilustracdo de um sorteio do processo de Poisson.



Proposicao 2.2. Considere as varidveis aleatorias {7;};>1 e {N: }:>o des-
critas na Defini¢do Entdo, para cada t > 0, a varidvel aleatéria N,
tem distribuicdo de Poisson de pardmetro \t. Ou seja, para todon € N,
temos

P[N; =n| = e*’\tﬂ .
n!

Dizemos que, para t fixo, IV, denota o nimero de chegadas de Poisson
no tempo ¢t e T,, é o tempo da n-ésima chegada de Poisson.

Demonstragdo. Fixadon € Net > 0, temos que
PN, =n] =P[T,, <t < Tp1] =P[T), <t < T+ Tnya] . (2.1)

Portanto, nosso objetivo é calcular P[7,, <t < T, + 7,11] . Como 7,, tem
distribuicdo exponencial com parametro A entdo 7, = > | 7; tem dis-
tribuicdo Gamma com parametros n e A, este fato é conhecido e pode
ser provado via convolucdo das densidades. Como 7), e 7,,.1 sdo inde-
pendentes, a funcio densidade do vetor aleatério (7, 7,.1) sera dada
pelo produto das densidades:

-z ()\x)n—l Y -y _ 22 e—/\(:H-y) ()\x)n—l

[t i) (T, y) = Ae =1 (n—1)"

A parte em azul da Figura [2.3|nos informa os limites de integracéo
da funcdo densidade. Portanto, voltando em (2.1), temos

t +oo
]P)[Tn <t< Tn + Tn+1] = / f(Tn,Tn+1)(x7 y) dy dx
0 t—z
t +oo n—1
0 Jt—=x (TL - ]')'
o\

— Y )nil . e*)\(x+y) }—&-oo dx
o (n—=1)! y=t—=




Tn+1

t T,

y=t—uw
:] [Tn§t<Tn+Tn+l]

Figura 2.3: Representacéo grafica do conjunto [T,, <t < T, + T,41].

Logo,
PN, =n] = O;Z)ne_)‘t,
ou seja, N; tem distribuicdo de Poisson de parametro At. O
Proposicao 2.3. Sejam X, X,, ..., X, varidveis aleatorias indepen-
dentes com distribui¢do de Poisson de pardmetros \i, A, ..., A\, respec-

tivamente. Entdo X, + X, + --- + X,, tem distribuicdo de Poisson de
pardmetro \; + \o + ... + \,.

Demonstracdo. A demonstracéo sera feita por inducdo. Sejam X; e X,
variaveis aleatérias independentes com distribuicdo de Poisson de pa-

rametros )\; e \, respectivamente. Entao,

IP’[Xl—i-Xg:m]:IP’[O[XIZG]H[)Q:m—a]

a=0
m

= P[[Xi=aln[Xy=m—ad].



Como X; e X, sdo independentes,

- " e—/\1/\<1z e Ay
PUS,+ X = = 3 PIX, — Py == = 3

a=0 a=0

(m —a)!

D) P s L

al (m —a)!'m!

a=0
—(AitAr2) ™ —(A1t+A2)
€ 2 m aym—a __ € m
- m' a=0 ( a ) )\1A2 B m| ()\l + >\2)

Portanto, X; + X, tem distribuicdo de Poisson com parametro \; + \,.
Suponha que esta propriedade vale para um inteiro n — 1, ou seja, que
X1+ -+ X,_1 tem distribuicdo de Poisson com parametro \; + --- +
A—1. Considere Y = X; + --- + X,,_;. Entéo, usando novamente a

independéncia entre Y e X,

PY + X, =m| = zm:P[Y:a]IP’[Xn =m —aj

a=0
s al (m — a)!

m

—(AtFAn) Z )‘1"‘ +>‘n 1)” An”m!

g —a)! m!
- <a> A+ A" AT
’ a=0
o (r+tAn)
m:

Portanto, X; + - - -+ X, tem distribuicdo de Poisson com parametro \; +
-++ A\, paratodon € N. O]

Para a proposicdo que segue, utilizaremos técnicas de grandes des-
vios, que estimam a probabilidade de observar eventos que diferem do
limite esperado pela lei dos grandes nuimeros. Tais estimativas séo, em
geral, exponenciais. Aqui vamos calcular essa taxa de decaimento con-
siderando variaveis aleatérias com distribuicdo de Poisson e exponen-
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cial, que serdo utilizadas nas demonstracoes dos principais teoremas

desta dissertacéo.

Proposicao 2.4. Seja S, = X1 +---+ X,, onde X;,com i =1,...,n,
sdo varidveis aleatorias independentes e com mesma distribuicdo. Con-
sidere os dois seguintes casos.

i) Suponha que X, tenha distribui¢do de Poisson de pardmetro \,

para todo i € N. Entdo, para x > 0,

P[S, > nzx] < e M@)o P[S, < nx] < e M@

onde I(z) = xlog (%) + A\ — 2 é a chamada fung¢do taxa de Cramér para

grandes desvios de varidveis aleatorias com distribuicdo de Poisson.
i1) Suponha que X; tenha distribui¢do exponencial de pardmetro 1
para todo i € N. Entdo, para u,v € Rtaisquev >leu <1,

P[S, > nv] < e W) P[S, < nu] < e MW

onde I[(zr) = x — 1 — log(x) é a fun¢do taxa de Cramér para grandes
desvios de varidveis aleatorias exponenciais de parametro 1.

Demonstragdo. i) Dado z € Re 6 > 0, mostraremos que P[S,, > nx] <
(@)  Temos que

0 na 2[5 2 0] < B {752 > cxpion)]

forf S]] el o
S T el eplin)

onde E[X] é a esperanca da variavel aleatéria X (Ver [1]). Para a de-

sigualdade acima utilizamos a desigualdade de Markov e a igualdade
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seguinte vem do fato de X; serem independentes. Note que

E[eXp{HXlH Zeey/n =3 cun —A_y
y=0

e(@/n

’\Z =eexp {6(9/” }
= exp{/\ e®/m) _ 1)}.

Voltando em (2.2)),
P[S,, > nx] <exp {n)\(e(e/”) —-1)— 9:16} , VO0>0.

Em particular, minimizando em 6, obtemos

> na] < inf (6/m) = inf 2.
P[S,, > nx] elerﬁw exp {nA(e — 0z} = 916%+ g(0), (2.3)
onde g(d) = exp {nA(e®™ — 1) — fz} . Vamos calcular o infimo acima.

Temos que ¢”(#) > 0ja que 6 > 0. Entdo g assume minimo em 6, € R
se ¢'(6y) =0, como

060) = exp (nA(E) 1) B} (el — ),

entao,

Assim, substituindo g(nlog (z/))) em (2.3), concluimos que

P[S, > nz] < exp {n)\ exp {nlog_(x/)\)} —nA = nxlog <§) }

n

= exp {n(:v—)\—xlog (;))} =M@

Para mostrar que P[S,, < nz] < e ™) vamos proceder de maneira
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analoga a usada na primeira parte do teorema. Dadoz € Re 6§ > 0,

P[S, < na] = P[—0S, > —fnz] = P{exp{ - %Sn} > exp{—@x}}

fon{-ts)] lw{-tx)]

exp{—0z} exp{—0z}
= exp {nA ("™ — 1) + 0z} .

Note que usamos a desigualdade de Markov e a esperanca calculada na

primeira parte do teorema. Como ¢ é arbitrario, temos

P[S,, < nz] < inf exp {n)\(e(*e/") — 1)+ 6z} = inf g(6). (2.5)

T PeR+ HeR+

Como
7 (60) = exp {nA(e"%/™) — 1) + oz} (— NP/ 4 ) |

entao,

7(6) =0 < Ael=0/m) — ¢ o 0y = —nlog (%) )

Além disso §”(0) > 0, logo g assume um minimo em 6,. Substituindo
g(—nlog (x/X)) em (2.5), concluimos que

P[Sn < na] < exp {nx —nA —nw log(x/)\)} — (@)

Para demonstrar a parte i) da proposicéo utilizaremos as equacgoes

(2.2) e (2.4).

ii) Dado v € R tal que v > 1, mostraremos que P[S,, > nv] < e (),
o 0X o
Primeiramente, vamos calcular E [exp {—1 H e substituir na equacéo

n
(2.2).
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0X o0 0 o0 0 —
E[exp{#}] :/ exp{%}-e_wdx:/ exp{ nn~x}dx
0 0

n
{9—n } ——, sef<n,
exp ST p [ n—_=o
n

n
= 0—n =\ sef=n,
0
n 0, sefl >n.
Como @ é arbitrario, tomamos 6 < n. Entao
E{exp{%” - .
n n—=0
Substituindo em (2.2), temos que
n n
P[S,, > nv] < —0v
[Sp > nv] < <n—9) e
Novamente, como 6 é arbitrario, temos que
> < —0v — .
Pis, 2 ml < o (25) ¢ = o ato) =9
onde g(f) = ( n 9) e~ % . Derivando ¢ para obter o infimo acima,
/”L p—
temos N
/ . n —0v n -
0=(1) ()
_n(v—1) " . . y ~
logo, # = ——— é ponto critico de g. Além disso ¢”(f) > 0, entdo
v

-1
g (—n(v )) é minimo da funcéo g. Substituindo em (2.6),
(%

P[S, > ] < (1 - %@) R

=v"exp{ —n(v—1)} =exp{nlogv —n(v—-1)}
=exp{—n(v—1-logv)} = e )
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Agora, dado u < 1, vamos mostrar que P[5, < nu] < e ® . Note
que

AP E) R sof (5 1)]

n
:_ 0+n\ O0+n
n

Substituindo em (2.4) e procedendo de maneira analoga a que fizemos

acima, temos que

P[S,, < nu] < inf (

~ 0eR

>ne"" = inf g(h) = g(M> =MW

0+n 0cR U

]

Com o auxilio da Proposicédo provaremos o proximo resultado.
Nele estimamos a quantidade média de chegadas de Poisson em gran-
des intervalos de tempo.

Proposicao 2.5. Seja N,.(ns,nt| o niimero de chegadas de Poisson no

sitio nz no intervalo de tempo (ns, nt]. Entdo

1
lim —N,.(ns,nt] =t —s, quase certamente. (2.7
n—oo N

Observemos que o “quase certamente” acima se refere a realizacéo
dos relogios Poisson. O mesmo se aplica diversas vezes no texto que
segue. Também utilizaremos a notacéo “q.c.” no lugar de “quase certa-
mente”.

Primeiramente, note que pela Proposicéao podemos escrever N,,.
(ns,nt] = X; +---+ X,,, onde os X;’s sdo independentes com distribui-
cdo de Poisson de pardmetro t — s. Entao, N,.(ns,nt] tem distribui-

cao de Poisson com parametro n(t — s). Por simplicidade, denotaremos
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N,..(ns,nt] por S, . Mais precisamente, o significado de (2.7) é

Sn
n

P

(t—s)

> ¢ infinitas vezes ] =0.

Demonstragdo. Vamos mostrar que dado ¢ > 0,

Sn

n

P (t—s)

> ¢ infinitas vezes ] =0, (2.8)

desta forma, por Borel-Cantelli, provaremos o limite quase certo (2.7).
Note que se, parac > 0,

P[S,/n — (t —s) > ¢ infinitas vezes | =0 (2.9)

P[S,/n — (t —s) < — infinitas vezes | =0, (2.10)

teremos (2.8).
Provaremos primeiro (2.9). De acordo com a Proposicao temos
que

P[S, > (e+t—s)n] < e~ (e+t=9)

:exp{—n<(5—|—t—s)log (%) —g>}

— ¢ 9(e) ’

t— ...
onde g(¢) = (e+t—s)log <€;r—s> —e. Note que a funcéo g € positiva,
s

pois ¢g(0) = 0 e para todo =z > 0, temos que

r+t—s

g’(:c)zlog( P )+(x+t—s)-

zlog(iﬂ) > 0.
t—s

t—s 1

. —1
r+t—s t—s
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Portanto,
> P
n=1

jaque g(¢) > 0. Assim, pelo lema de Borel-Cantelli,

S oo
(b= g) > < —ng(e) ~ ’
- (t—s) > 5] < ngl e 400

Sh s
P [— — (t —s) > ¢ infinitas vezes ] =0.
n

Agora vamos provar (2.10). Ainda utilizando a Proposicéo te-
mos que

P[S./n— (t—s) < —¢] =P[S, <n(t—s—¢e)] <e 79

Note que a funcéo g € positiva, pois g(0) = 0 e para todo = > 0, temos

que

— t—s—x t—s —1
i(2) = —log (2" L) 4 (t—s—a)- - |
7 () og( : )+< s—a) A0 Ty

Portanto,

(o] S (o] B
PlZ2_(t—3s) < —¢| < —ng(e) ~
; [n (t—s) < €]_;€ +00,

ja que —ng(e) < 0. Assim, pelo lema de Borel-Cantelli,

n

P [& — (t —s) < —¢ infinitas vezes ] =0,

concluindo a prova.
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2.3 Construcao Grafica do processo de k-

exclusao totalmente assimétrico

Inicialmente, faremos a construcéo do processo de k-exclusao total-
mente assimétrico considerando £ = 1. Essa construcio poderia ser
feita utilizando apenas variaveis aleatorias e tempos de parada, mas
optamos por seguir a chamada Construcédo Grafica (veja [4]]), que é ao
mesmo tempo intuitiva e adequada para provas matematicamente ri-
gorosas.

Seja S = Z e sobre cada ponto de S, ou seja, sobre cada nimero
inteiro, distribua particulas. Chamaremos esses pontos de sitios e per-
mitiremos, no maximo, uma particula por sitio, ja que estamos consi-
derando & = 1. Uma configuracéo tipica sera denotada por 1. Note que
n:S — {0,1}, onde n(z) = 1 se o sitio = esté ocupado e n(x) = 0 se
x esta vazio. Dessa forma o espaco de estados é o produto cartesiano
X ={0,1}".

Considere (2, H,P) o espaco de probabilidade no qual definimos a
familia {T,; = € S} de processos de Poisson independentes de parame-
tro 1 na linha do tempo [0, c0). Em cada sitio anexamos um processo de
Poisson. Os tempos de salto deste processo siao tempos aleatorios nos
quais, se houver particula neste sitio entao ela se move para a direita.
Caso contrario, se ndo houver particula no sitio, nada acontece. A Fi-
gura 2.4 representa uma tentativa de salto bem sucedida. Observe que
n;,— € a configuracao das particulas exatamente antes do tempo t.

7N
- @————) (O—@
T r+1

T r+1

Figura 2.4: Salto no tempo t¢.
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Vamos denotar 7y € X o estado inicial do processo. Observando a
Figura [2.5| coloquemos S = Z no eixo horizontal e para cada = € S ane-
xemos um eixo vertical orientado para baixo, representando o processo
de Poisson associado. Em cada tempo de salto ¢ determinado por {7},
desenhemos uma seta de (z,t¢) para (x + 1,¢). Em ¢ = 0 desenhemos a
configuracéo inicial 7y em X .

r—1 T r+1

0 Mo O O O

t__

L 4

Tempo PPP(1) PPP(1) PPP(1)
Figura 2.5: Configuracéao inicial do processo.

Agora, as particulas se movem verticalmente para baixo com taxa
constante igual a 1. Quando a particula encontra uma seta, se move
ao longo desta seta, caso o sitio vizinho esteja desocupado, como feito
na Figura Observe que, como os tempos de espera tém distribui-
cao continua e sdo independentes, quase certamente, ndo havera saltos
simultaneos.

Se considerarmos k arbitrario, note que a construcio do processo

sera analoga. Teremos
n:S—{0,1,...,k},

e o espaco de estado sera o produto cartesiano X = {0,1,...,k}°. Como
os processos de Poisson estavam conectados aos sitios eles permanecem
inalterados. Mas agora, em cada sitio pode haver no maximo % parti-

culas. Desta forma os saltos de = para = + 1 acontecem se as seguintes



1t 0 @9

N

Tempo PPP(1) PPP(1) PPP(1)

Figura 2.6: Construcéo do Processo de 1-Exclusao.

condicdes forem satisfeitas:
(1) o sitio z tiver pelo menos uma particula,
(2) o sitio z + 1 tiver no maximo k — 1 particulas.

A Figura [2.7|representa um salto bem sucedido.

0 M- F—— —

t__

L 4

Tempo PPP(1) PPP(1)

€ r+1 T z+1
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Figura 2.7: Dinamica do processo de k-exclusao totalmente assimétrico.



Capitulo 3

Processo de alturas

Neste capitulo vamos definir e dar algumas propriedades do pro-
cesso de alturas, provar seu limite hidrodinamico e caracterizar a sua

funcao limite.

3.1 Construcao

No capitulo anterior definimos n = {n(x); = € Z} para descrever a
configuracéo de particulas. Agora descreveremos esta ocupagdo com as
chamadas funcoes altura, definidas por

h:7Z—7; n(x)=h(zx)—h(xr—1) e h(0)=0. 3.1)

A condicao ~(0) = 0 é arbitraria. Apenas precisamos escolher um ponto
inicial. Podemos definir o espaco de estados H do sistema, com k repre-

sentando o incremento maximo da funcéo altura s, como o conjunto
H={h:2—7;0<h(z+1)—h(z)<k, Ve eZ}.

Note que para cada 7, a fungdo h néo é tnica. Porém é tinica a menos

de uma constante. O préoximo exemplo ira ilustrar essa relacéao.

Exemplo 3.1. Considere 1, uma configuracdo inicial de particulas e n;

sua configuracdo apds o primeiro salto, conforme a figura a seguir.

20
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Me—

—_
—_

-10®
10 ®
1@

-~ 100 O

10 @
=1 @

Figura 3.1: Salto da particula no sitio 0.

A partir da configuracdo representada na Figura utilizando a
condigdo inicial h(0) = 0 e a equacdo (3.1), construimos as funcgoes al-
turas, representada na Figura Para explicitar calcularemos alguns

pontos da funcdo h;_ .

By he
51 5
41 4
31 3
21 21
1 1t
~1 1 2 3 4 ¢ —1 1
—1 ---4 1

Figura 3.2: Funcoes altura.
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Observacao 3.1. Considere h : Z — 7 uma fungdo altura. Entdo para

T >y, temos que

y—1
h(z) = hly) = Y h(z) = h(z+1) <k —y).

Ao invés de usar (3.1)), podemos construir separadamente o processo
de k-excluséo 7; e o processo de altura h; apenas usando os mesmos
relégios de Poisson {7,}. Isto é, impondo que um tempo de salto ¢, €
{T.} de n, também seja um tempo de “salto” do processo h; . Isso é o que
chamamos de acoplamento, em um dos exemplos mais simples. Assim
o processo h; = {h(z); x € Z} pode ser construido utilizando-se os
mesmos relégios de Poisson definidos anteriormente {7}, os quais sdo
tomados como independentes entre si e com taxa um.

Considere h;_(z) o valor de h(z) imediatamente antes do tempo ¢. A
regra do “salto” é que se t € {7, }, entdo

hi(x) = hy_(x) — 1,

desde que
(i) hy_(z) > hy_(x — 1), ou seja, tenha particula no sitio z.
(i1) hi—(x) > hy—(x + 1) — k, ou seja, tenha espaco no sitio = + 1.

Em palavras, se o relégio de Poisson {J,} toca no tempo ¢, a funcgéo
altura h, (z) decresce por um no sitio z, desde que h,(z) ainda pertenca
a H. Note que quando falarmos “salto” no processo de alturas estamos
nos referindo ao salto no processo de exclusdo. O que ocorre de fato no
processo de alturas é que a funcio altura, se ocorrer o salto no processo
de excluséao, decresce de um no sitio em que teve a chegada de Poisson.
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3.2 Propriedades do processo de alturas

Nesta secdo, vamos provar duas proposicoes sobre acoplamento de
processos de altura que seréo utilizadas nas demonstracées dos prin-
cipais teoremas desta dissertacdo. Considere a seguinte ordem parcial
entre dois perfis de altura

h<h <= h(z)<h(z), VreZ.

Proposicao 3.1. (Atratividade.) Suponha que os processos de altura
h, e h; sejam acoplados de maneira que leiam os mesmos relégios de
Poisson {T,}. Assuma que, no tempo zero, hy < ho. Entdo, para todo
t>0,

h < ﬁt, g.c

Demonstragdo. Seja u € Z arbitrario, considere {ty,%s,...,t,} os tem-
pos em que o relégio de Poisson toca no sitio u no intervalo de tempo
(0,t]. Mostraremos que h;, < h;, . Parat,,...,t, o resultado segue por
inducio. Observe que cada processo tem sua configuracéao inicial, entéao
um “salto” pode ser permitido em um processo mas no outro néo. Logo,
considere os seguintes casos:

(i) Se h(u) e h(u) saltam no tempo ¢, , temos que

ey (w) = by, —(u) — 1 = ho(u) — 1 < ho(u) — 1 = hy, (u) .
(i7) Se h(u) e h(u) ndo saltam no tempo ¢ , entéo
By, (1) = ho(u) < ho(u) = hy, (u) .
(i77) Se h(u) salta no tempo ¢, , mas h(u) néo, temos que

e, (1) = ho(u) — 1 < ho(u) — 1 < ho(u) = hy, (u) .

(iv) Se h(u) salta no tempo ¢, mas h(u) ndo. Como hy < hy entéo
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ho(u) = ho(u) — ¢ para algum c inteiro e nédo negativo. Se ¢ > 1,

he (w) = ho(u) = ho(u) — ¢ < ho(u) = 1 = hy, (u) .
Agora considere ¢ = 0. Como h(u) néo saltou em ¢, temos que
ho(u) — ho(u — 1) =0 ou ho(u + 1) — ho(u) = k.
No primeiro caso, como h(u — 1) < ho(u — 1), concluimos que
0 < ho(u) — ho(u — 1) < ho(u) — ho(u —1) =0,
0 que é uma contradicdo. No segundo caso, encontramos

k> ho(u+ 1) — ho(u) > ho(u+1) — ho(u) =k,

contradicdo novamente. Logo c > 1.
Portanto, para quase toda realizacao dos relégios de Poisson,

ht1 (u) S Btl (u> .

Como u é arbitrario, para todo t > 0, temos que h; < h; . O

Proposicao 3.2. (Propriedade Envelope.) Seja X um conjunto enu-
merdvel de indices. Suponha que o processo h; e a familia {o}; k € K},
de processos de altura, sdo acoplados de modo que leiam os mesmos re-
l6gios de Poisson {T,}. Onde, para cada k € X, ok é o perfil inicial do

processo de altura relacionado. Assuma que, no tempo zero,

ho(u) = supor(u), Yu e Z.
ek

Entdo, para todou € Zet >0,

hilu) = sup o), g.c
keX

Note que, como as funcoes altura tomam valores inteiros, a suposi-
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cdo na proposicao acima garante que, para todo u € Z, existe k = k(u)
para o qual hy(u) = a§ ) Esta observacao é fundamental na demons-
tracao.

Demonstragdo. Seja u € Z arbitrario e considere {¢y,ts,...,t,} os tem-
pos em que o relégio de Poisson toca no sitio u no intervalo de tempo
(0,t]. Note que, como para todo k& € K temos que ho(u) > of(u) e
h; é acoplado com {o}; k € X}, pela propriedade de atratividade,
hi(u) > oF(u) V k € X. Resta mostrar que para cada ¢, , existe k € X tal
que hy,(u) = o (u). Vamos mostrar para t,. Para os outros tempos, o
resultado segue por inducéo. Considere os casos:

(i) Se h(u) salta em ¢, , temos que, para algum k € X, ho(u) = ok(u) .

Além disso hy, (u) > o} (u) . Portanto,
op(u) = ho(u) = hyy (u) +1 > 07 (u) +1 > oF (u),
entdo o*(u) também salta em ¢, . Logo,
ey (u) = ho(u) — 1 = of(u) — 1 = o} (u).
(17) Se h(u) néo salta em ¢; devido a ocorrer a condi¢ao hg(u + 1) —
ho(u)
a5 (u)

=k, temos que, para algum [ € X, ho(u + 1) = ol(u+ 1) e ho(u) >
. Portanto

k= ho(u+1) = ho(u) < ob(u+1)—oh(u) <k,
entdo o'(u) ndo salta em ¢, e
hey (u) = ho(u) = oy (u) = oy, (u).

(7i1) Se h(u) nao salta em ¢, porque vale ho(u) — ho(u — 1) = 0, temos

que, para algum m € X, ho(u — 1) = 0j*(u — 1) . Entéo

0= ho(u) — ho(u—1) > o' (u) —og'(u—1) >0,
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portanto ¢™(u) néo salta em t; e
huy (u) = ho(u) = o5’ (u) = o7 (u)

Logo, para todo t > 0 existe k € X tal que hi(u) = oF(u). Assim

hi(u) = sup o¥(u) . O
keX

3.3 Lei dos grandes numeros para a funcao

altura

Iniciaremos esta secdo enunciando o Teorema Ergédico Sub-aditivo
de Kingman, originalmente publicado em [5]. Ele sera a chave para a
prova da Lei dos Grandes Numeros para a funcéo altura. Para uma
prova deste importante resultado, sugerimos [2, Secdo 6.6] ou o artigo

original [5].

Teorema 3.1 (Teorema Ergédico Sub-aditivo de Kingman). Suponha

que a sequéncia dupla de varidveis aleatérias indexadas por me n
{Xnm; 0<m<n}

satisfaca as seguintes propriedades:
(1) Xm,O + Xn,m Z Xn,()-

(2) Para cada ¢ fixado, o processo { X 1yene; n > 1} é estaciondrio e

ergadico.

(3) A distribuicdo da sequéncia { X, km; k > 1} é a mesma para todos

0s valores de m .
(4) E[X{] < o0, ey =inf,n 'E[X, ] > —o0.
Entao,

lim n'X,0=7, q.c.eem L'.

n—oo
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A préxima proposicdo mostra uma propriedade das variaveis aleatoé-
rias com distribuicdo exponencial que sera utilizada na demonstracao

da Proposicao 3.4] a frente.

Proposicao 3.3 (Paradoxo do Tempo de Espera). Sejam (7;);>1 varid-
veis aleatorias independentes com distribuicdo exponencial de pardme-
trox>0,T,=>" 1eTy=0. Fixet, > 0edefina a varidvel aleatoria
Y por
Y = (T —to) Lig, ,<iers) -
n=1

Entdo Y tem distribuicdo exponencial de parametro \.

Antes de iniciar a demonstracdo notamos que Y corresponde, sim-
plesmente, ao tempo decorrido apds ¢t = t, até a proxima chegada do
processo de Poisson. Abaixo, ilustramos Y. O ”Paradoxo do Tempos de
Espera“vem do fato de Y ter a mesma distribuicéo de 77, ou 75 — 77, ou
T3 —T>, ete. Por outro lado, como vemos na Figura[3.3] Y é estritamente

menor do que um certo intervalo 7,, — T},_; .

e
— Y —
[ - o)
Tnfl to Tn

Figura 3.3: Representacao grafica de Y.

Demonstracdo. Faremos um calculo muito semelhante ao da Proposi-
cao Vamos calcular a funcédo de distribuicdo de Y. Note que Y
assume apenas valores positivos.
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Seja s > 0. Entao

PY > s] = ]P’([Y > s N DO[Tn—l St < Tn])

n=1

- p([j[y > s N [To1 < o < Tn])

n=1

= fP([Y > s|N [Ty < to <T)),

onde a ultima igualdade se deve ao fato dos eventos [T,,_; < ty < T,)]
serem disjuntos para todo n € N. Agora, observe que se ¢y € [T,,_1,T3),
entao Y =T, —ty. Desta forma,

“+o00 —+00
S P(Y > s N [Taoy Sto < Tn]) = Y P([T > to + 8] N [Ty < to < T))
n=1 n=1

—+00

=S "P(ITh > to+ 5] N [Tt < t])

n=1
—+00

= " P([Tos+ 7> to + 8] N [Ty < o))

n=1

jaque T, = T,_; + 7,. Denotaremos por A, o conjunto [7,,_;+ 7, >
to+ s] N [Th—1 < ty]. A seguir, calcularemos P(A,,).

Como 7, tem distribuicdo exponencial com parametro \, entédo
T, 1 = Z?;ll 7; tem distribuicdo Gamma com parametros n—1 e \, para
uma prova deste fato bem conhecido veja [1]]. Logo, a funcao densidade
do vetor aleatério (7,1, 7,) é dada por

-z ()\x)n—Q )\e—/\y _ /\26—>\(x+y) ()\x)n—Q

S (#,9) = A 0oy, (n—2)!
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to to+\ T, .

y=to+s—ux

s An = [Tn—l + 7, >t + S] N [Tn—l < to] .
Figura 3.4: Representacao grafica do conjunto A,,.

A parte em azul da Figura nos informa os limites de integracéo.

Portanto,
/ / To1,ma) (@, y) dy da
to+s—x
n—2
:/ / )\2 —Xz+y) ()\x) dy dx
to+s—x ( 2)
)\SL’ n—2 (@
/ (n _ 2 ( e +y)}to+s :1:) d.’l?
/ )\()\55 o Ato+s) Jo — At o Ato+s) "y
o (n— (n—2)! n—1'0
_ (Ag)m “Alto+s)
RGN
Como P[Y > s] = 3" P(A,,), podemos concluir que

o0 n—
Py B (M0)™ ™" \tots) Mo Altots) — —As
[ >s]—§ (n—l)‘e = e e =e ",

n=1



30

entdo Y tem distribuicdo exponencial de parametro ). O

O proximo resultado também sera utilizado para a prova de uma
Lei dos Grandes Numeros para a funcgao altura. Considere ¢, € H tal
que &(x) = k(z A 0), onde = A 0 significa “o menor elemento entre = e
0”. Este perfil é o elemento de H que satisfaz £(0) = 0 e & < h para
qualquer h € H tal que h(0) = 0. Essa notacéo para o perfil minimal
sera utilizada diversas vezes ao longo do texto. Observe na Figura|3.5|a
representacdo do perfil minimal como funcéo altura e sua configuracéo

correspondente no processo de excluséo.

€o

00 - ©
—_
-l00 - ©

12k

—— Processo de altura inicial

Figura 3.5: Relacao do perfil minimal com a configuracédo de particulas.

Proposicao 3.4. Considere £ processo de alturas tal que sua configu-
racdo inicial é a funcdo minimal &,. Entdo, para cadat > 0e x € 7Z com

|z| > t, temos que
Pl&(z) < &(z)] <exp{ —z-I(t/z)}. (3.2)

Onde I(x) = © — 1 — logx é a chamada func¢do taxa de Cramér para

grandes desvios de varidveis aleatdrias exponenciais de pardmetro 1.
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Demonstracdo. Vamos provar a desigualdade (3.2) primeiramente para
x € Z, . Considere

T, =inf{t >0; &(x) < &(2)},

ou seja, o tempo do primeiro salto no sitio . Observando a Figura 3.6,
defina T} o tempo do primeiro salto no sitio 0, 7} o tempo do primeiro

salto no sitio 1 apds o tempo 7T e assim sucessivamente até o tempo 7, .

0 1 rz—1 T

Figura 3.6: Tempos de saltos.

Como o tempo entre as chegadas dos processos Poisson em um si-
tio tem distribuicdo exponencial de média 1, pela Proposicao e a
independéncia entre os relégios de Poisson, concluimos que 7} tem dis-
tribuicdo exponencial de média 1 para todo i € N. Além disso, 7, =
Ty + --- + T,. Note que, se tiver ocorrido algum salto no sitio z até o
tempo ¢, teremos () < &(z), assim

Pl (x) < &o(x)] = P[T, < f] = IP)[TI <z f} .

X

Como z > t temos que t/x < 1. Logo, utilizando a Proposicéo

Pl (x) < &o(x)] < exp{—=z - I(t/x)}.

Para o caso em que —x € Z_, o raciocinio é analogo. Basta con-
siderar 7; como o tempo do primeiro salto no sitio —1 e assim suces-
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sivamente até o sitio —z, portanto, 7, = Ty + --- + 1T, e o resultado
segue. [

Agora que temos todas as ferramentas necessarias, podemos de-
monstrar uma Lei dos Grandes Numeros para a funcio altura com
perfil inicial minimal. Tal limite é conhecido na literatura como limite

hidrodinamico.

Teorema 3.2 (Lei dos Grandes Numeros para a funcao altura). Existe
uma fungdo g : R — (—00,0] tal que, para quase toda realizagdo de
relégios de Poisson temos

x

t),v:ceRet>O,

lim - Elna)) =t g (

n—oo 1

onde &; é o processo de altura que possui como perfil inicial o perfil mi-
nimal. Além disso, a funcgdo g é concava, Lipschitz e satisfaz

9(x) = k(z A 0) = &)

para todo = € R tal que |z| > 1.

Observe que |z| é o maior inteiro tal que |z] < z. No intervalo
(—1,1), a expressdo para a funcdo g ndo é conhecida. Mas ja que g é
Lipschitz e concava, sabemos seu esboco e a representamos na Figura

8.7

—2k

-3k

Figura 3.7: Representacéo grafica da funcéo g.
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A demonstracao deste teorema é bem longa, entdo daremos um ro-

teiro de prova a seguir para guiar a leitura:

e Existéncia do limite para z € Z, através do Teorema Ergédico
Sub-aditivo de Kingman.

e Existéncia do limite para ¢ € Q.

e A funcao g, é Lipschitz.

e Existéncia do limite para z € R.

e A funcéo g é concava e g(x) = k(z A0) para |z| > 1.

Demonstragdo do Teorema Mostraremos inicialmente que para z €
Z,

.1
lim —- gnt(nz) = 90(27 t) » g-C.

n—oo 1
para alguma funcéo g : Z x [0,00) — R. Considere & processo de al-
turas tal que {J,;z € Z} sdo seus reldgios de Poisson e & : Z —
Z; &(x) = k(x A 0) seu perfil inicial. Note que &, é o perfil minimal.
Defina X, o := —§,.,(nz) para z € Zet; € R fixos. Com o auxilio do
Teorema mostraremos que

lim n_an,D =r.
n—o0

Faremos isso verificando os quatro itens especificados no enunciado do
Teorema [3.1]

(1): Temos que X, o = —&ut,(n2), Xino = —&me,(Mm2) € considere m <
n. Neste caso, como o processo de alturas é ndo-crescente, X,,o < X,, 0.
Observando a Figura defina

— Xm0, se x > mz
oy L —7Z; o) (x):= ,
k(x —mz) — Xpmo, sex<mz

com o('(x) obedecendo o relégio de Poisson 6,,,, 7., ou seja, obedecendo
o relégio de Poisson T, a partir do tempo mt,. Temos que o} é o perfil
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minimal transladado. Observe que o{" é simplesmente o perfil minimal

transladado para um certo ponto, como mostra a Figura|3.8

Figura 3.8: Perfil minimal transladado.

Note que o'(z) < &ty (2), V2 € Z. Como a partir do tempo mi,, 0s
processos o™ e ¢ leem os mesmos relégios de Poisson, pela Proposicéo
temos que, para todo t > 0, 07" < &1, , quase certamente. Em
particular, no tempo ¢ = (n — m)t,, temos que

O-zn )to(x) < gnt()(x) ) Viel.

n—m

Portanto,
U@—m)to (nz> < fnto (TLZ) = —Ano- (3.3)

Na Figura podemos observar como as funcoes £ e 0™ se relacionam
com o passar do tempo. Por fim, defina —X,,,, := T —myto (nz) + Xmo-
Pela desigualdade (3.3) concluimos que

Xn,O S Xm,O + Xn,m .

(2): Para cada [ fixado, o processo {X (1. ; 7 > 1} é estaciondrio
e ergodico pois o processo pontual de Poisson é ergddico e estacionario.
Para mais informacoes ver [2, Capitulo 7, Pagina 328] e [2, Capitulo 7,
Pagina 330].

(3): Como X1 4m € Ximtk—mo = Xio tem a mesma distribuicéo, en-
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m
(n—m)to

Figura 3.9: Evolucio no tempo de £ e 0™.

tado a sequéncia {X,,1rm; kK > 1} possui a mesma distribuicdo para
todos os valores de m , ja que independe de m .

(4): No tempo t;, houve N, (z) chegadas do processo Poisson no sitio
z, mas néo necessariamente em todas ocorreram salto. Portanto

—&1,(2) < Ny (2), q.c.
Assim,
E[X1,0] = E[-&,(2)] < E[Nyy(2)] = X = E[X{] < +o0.

Além disso, como X, o = —§,,(n2) > 0, entdo E[X,, o] > 0.
Dessa forma, pelo Teorema temos que lim, ,,,n ' X,o = 7 e
variando ¢ e z podemos concluir que

1
lim —&,¢(nz) = go(z,t), q.c. para (z,t) € Z x [0,00).

n—oo N,

Agora, vamos mostrar que vale o mesmo limite para ¢ racional, ou
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seja, para g € Q podemos definir gy(q,t) de maneira que

lim © - €l[ng]) = go(a.1), qc. (3.4)

n—oo N

Primeiramente note que, param € Z, , z € Z e tomando M = nm,

go(mz,mt) = lim lf’nm(nmz) = lim %fMt(Mz) =mgo(z,t). (3.5)

n—+oo N M —+o0o

Considere ¢ € Q tal que g = % coma, b € Z e defina

1
t) = — t
90(4,) = —go(ma, mt),
com m maultiplo de b. Desta forma, g, esta bem definida para ¢ € Q. De

fato, tome m, = k1b e my = kob, com ky, ko € Z, , entao

1 1
gO(Qat) = m_1 'go<mIQ:mlt) = m 'go(kla,lﬁbt) .

Como k; € Z, , por (3.5)

k 1
(kra, kibt) = —= - go(a, bt) = . gola, bt) .

kb kb

Por outro lado,

1

(g,) ( t) !
= — m m = —
go\d, - Go\Maq, M2 ko 9o

1
(/{520/, l{fgbt) = g . go(a, bt) 5
ja que ky € Z, . Portanto go(rq,rt) =rgo(q,t), Vg€ Qer e Q.
Fixe m € Z, tal que mq € Z. Entao o limite (3.4) é satisfeito to-
mando a subsequéncia n = /m com ¢ — +o0o. De fato

1 1 1 1

n—oo 1, m f—oo
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Tome n = ¢m + j com 0 < j < m. Entédo

I 6 (ng)) = go(a, t)| < [n™u(ngl) — n~ &u(lmg))|
+ ‘nilfnt(ﬂmq) — nil@mt(ﬁmq)‘ (3.7
+ ’n_lfgmt(émq) — go(q,t)| .

Analisaremos cada termo do lado direito da desigualdade acima sepa-
radamente. No primeiro termo, note que, como £ é uma funcio altura,
pela Observacéo 3.1}

|n Yu(lng)) — n & (Imq) ’ —‘ |ng] —€mq‘ —‘ | ¢mq + jq| —qu‘

k
AN quando n — 0.

No segundo termo do lado direito de (3.7), quando n — oo,

Nig(0mit, nt]

‘n Yu(tmq) —n~ fgmt(fmq)| — 0, q.c.,

onde Ny, ,(¢mt,nt] é o numero de chegadas de Poisson no sitio /mg no
intervalo de tempo (¢mt, nt]. E por (3.6), o terceiro termo do lado direito
da desigualdade (3.7),

|n_1§gmt(€mq) — go(q, t)| — 0 quando n — oo, q.c.

Portanto |n~'&.(|ng]) — go(q,t)] — 0 quando n — oo, quase certa-
mente. Logo, o limite (3.4)) é satisfeito.
Agora, observe que, fixadosn € N, ¢ > s > 0e z € Z temos

fns(nz) 2 5nt<nz) )

ja que a funcdo ¢ decresce no tempo. Além disso, {(nz) vai decrescer,
no maximo, N,.(ns,nt] vezes no intervalo de tempo (ns, nt|, pois nem
todas as vezes que o relégio de Poisson toca acontece o salto. Entéo

Ens(nz) > Eu(nz) > &us(nz) — Ny.(ns,nt] . (3.8)
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Dividindo a desigualdade por n e tomando o limite em n, temos

lim Ens(n2) > lim Ene(n2) > lim —ﬁns(nz) — lim —an(ns,nt] .
n—o00 n n—o00 n n—o00 n n—o00 n
Pela Proposicao [2.5|e o limite (3.4),
9o(2,8) = go(z,1) = go(z,s) — (t — 5). (3.9)

Com isso, mostraremos que g, definida em Q x [0, 00) é Lipschitz.
i) go € Lipschitz com relacdo ao tempo. Parat > s > 0,2 € Z e
utilizando a desigualdade (3.9) temos,

go(z:1) = go(z,8) 2 —(t = s)

90(z,8) + (t = 5) = go(2,8) 2 go(2,1) = (t — 5) = go(2,1) — go(2, 5) .

Portanto
|90(zat> - gO(Za 5)‘ S ’t - S| .

i1) go € Lipschitz com relacdo ao espaco. Para p,q € Q e ¢t > 0 temos,

’gO(Q>t) - 90(p7 t)‘ =

Tim (0~ €u(lna)) = n~"6u(lnp)))|
&url[n)) = &l Lnp)|

= lim n~!
n—oo

< lim E} |ng| — [np] ‘ = klg —p|,

n—oo M,

onde a desigualdade decorre da Observacio (3.1
Como g, é Lipschitz em cada coordenada, entao g, é Lipschitz. As-
sim, podemos estender g, definida em Q x [0,0c0) de maneira tnica e
continua em R x [0, 00) . Falta mostrar que parax € Ret > 0, g, satis-
faz o limite
lim 1 ~&ul|nx]) = go(z,t), q.c. (3.10)

n—oo M,
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Considere ), o evento tal que o limite acima é valido para todo
(q,t) € Q x QT logo P(Q25) = 0. Mostraremos agora que, no evento
Qp, o limite é valido para todo (z,t) € R x R*. Sejam z,t €
Regq,se€Q, coms>t>0.Dai, temos que

Ent([n])

n

Eut([nz]) — &ns(lna])

n n

+

—go(a:,t)‘ < — 9o(, 5)

+ ‘90<x7 S) - gO(xv t)

I

(3.11)

e analisaremos cada parcela separadamente. Na primeira parcela do
lado direito da desigualdade (3.11), utilizando (3.8)), temos que

ullnz]) éns(tnwj)' < Ninz) (nt, ns]

n n B n

— (t—9) (3.12)

quando n — +oco, pela Proposicédo Na segunda parcela do lado
direito da desigualdade (3.11), utilizando a Observacao e o fato de
go ser Lipschitz no espaco, temos que

Ens([n]) Ens(|n]) o Ens(nq])

) ) < [el el [eeloa) _
+ \90(%8) —90($75)|
< §| |nz] — [ng] | + M = 90(q; s)|+ klg — |.

Tomando o limite quando n — +oco, e utilizando o limite (3.4),

lim Ens([nz])

n—-+oo n

— golz, s)| < 2klz —ql, (3.13)

Por fim, na terceira parcela do lado direito da desigualdade (3.11)), como
go € Lipschitz com relacéo ao tempo, obtemos

‘90(%5) _g()(xat)l <(t—s). (3.14)
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Voltando em (3.11) e utilizando (3.12), (3.13) e (3.14),

Eui([n])

n

lim
n—-+4o0o

—go<x,t>\ <ot —s)+ 2K|r—q.

Note que essa desigualdade é valida para qualquer (¢,s) € Q x Q™.
Logo, para quaisquer = € R e t € [0,00) podemos tomar sequéncias de

racionais convergindo para ¢ e x. Dessa forma, temos que

Jim [SO | <o

Logo, o limite (3.10) é satisfeito. Agora, defina uma funcdo g : R — R
por g(ZE) = go(l’, 1) ’ entéoa

go(z,t) :tgo(g,l) :tg(%> VreRet >0,

assim obtemos o limite desejado.
Para concluir o teorema, resta verificar que a funcéo g é concava e
que para todo = € R tal que |z| > 1,vale que g(z) = k(z A 0).
Mostraremos que a funcéo g, é subaditiva, o que implicara a conca-
vidade. Sabemos que, para qualquer escolha de m,n € Ntal quen > m,

temos a desigualdade
Xn,() S Xm,O + Xn,m )

onde X, o = —&u,(nz) para z € Z e ty > 0 fixados, como ja foi definido.
Como X,,,, e X,,_,0 possuem a mesma funcdo de distribuicdo, temos
que

Xno < Xmo+ Xnmo-

Portanto,
_gnto (nz) < _gmto (mZ) - g(n—m)to ((n - m)’z) )

tomandon =/, m = |af| com 0 < a < 1 e dividindo a desigualdade por
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¢, temos que,
07y (02) < —L7 € ey (L] 2) — 7 € apyeg (€ = [l])2) -
Tomando ¢ — +oo, obtemos
—go(z,t0) < —golaz,ate) — go((1 — @)z, (1 — a)to) .

Logo,
golaz, aty) — go(z,to) < go((a -1z, (a— 1)t0) .

[N

Assim, a funcéo g, é subaditiva em Q, ja que mz/n € Q. Como gy
Lipschitz, podemos estender a subaditividade para + € R. Logo, g, é
subaditiva para todo x € R e para todo ¢ > 0. Agora, tomemos [ € (0, 1)
e r,y € R. Mostraremos a concavidade de g.

Bg(x) + (1 = B)g(y) = Bgo(z,1) + (1 — B)go(y, 1)
= go(Bz, B) + go((1=B)y, 1 — B) < go(Br + (1 — B)y, 1)
=g(Bzr + (1 - By)).

Portanto g é concava.

Para verificar que g(z) = k(x A 0), para todo = € R tal que |z| > 1,
considere a Proposicédo Logo, para nt > 0eu € Z com |u| > nt,
temos que

gp[snt<u> < &o(u)] < fjp{ —u- [(n_t) } BENCRT)

. t
Observe que, visto como funcédo de u, a funcéo I (n—) = — —1-
u u

nt .l . . ~ ~ .
log (—) é positiva, pois derivando a funcéo / com relacdo a variavel u
u

temos que

dl nt+u nt u—nt>0 ot
—=—— 4t — = = <~ u >nt,
du w2 nt u? u?
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quando u = nt, I(1) = 0. Portanto, a série do lado direito da desigual-
dade (3.15) é finita. Logo, a soma do lado esquerdo também é finita.
Pelo lema de Borel-Cantelli, podemos concluir que

P[&n(u) < &(u) infinitas vezes] =0,

ou seja, a partir de um ny € N, &,,(u) = {(u) quase certamente para
n>ngeu € Ztal que [u| > nt. Tomandot = 1ex € Rtal que |z] > 1,
vale |nz| > n. Assim, podemos concluir que &,(|nz|) = (| nz]) quase
certamente para n > ny. Dali,

g(z) = lim En([nz]) — lim k(|nz| A 0)

n—oo n n—oo n n—oo n

=k(zAO).

Observaciao 3.2. A fun¢do g definida no Teorema [3.2|¢ tal que
—9(0) < 1.
De fato, o Teorema [3.2|nos diz que

lim —&,4(0) = tg(0)

n—oo M,

Como —&,(x) < N,(0,1], entdo

e utilizando a Proposi¢do [2.5]concluimos que —g(0) < 1.

3.4 Limite hidrodinamico para o processo

de alturas

Na secéo anterior provamos o limite hidrodinamico tendo como con-

figuracédo inicial o perfil minimal. Nesta secdo, vamos provar o limite
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hidrodinamico para uma escolha mais geral de fun¢des alturas como
configuracées iniciais. Para isso, faremos antes algumas consideracoes.
Seja hy uma funcéo altura. Consideraremos, sem perda de generali-

dade, que ho(0) =0, e que

ho(u) = sup og(u),
VEL

onde of(u) := ho(v) +k((u—v) AO) = ho(v) +&(u—v), isto é, of é o perfil
minimal trasladado, como se pode observar na Figura[3.10

|
I
I
I
I
l
v €o

Figura 3.10: Funcao altura determinada pelo perfil minimal transla-
dado.

Note que a fungéo h e a familia {0 ; v € Z} 1éem os mesmos relégios
de Poisson. Assim, pela Proposicéo para todou € Zet > 0, vale
que

helu) = supaf(u), q.c.
VEZL

Como ¢§ é o perfil minimal transladado, temos que ainda vale o limite
do Teorema mas a funcéo g também sera transladada.

Agora vamos tomar uma sequéncia de funcées alturas {h{}>,, de-
finidas no mesmo espaco de probabilidade, onde para cada n € N temos

que hy é definida da mesma maneira que h,. Entao,

By () = sup o (u) = sup{f(0) + &5 (u — )}
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pela Proposicio temos que

() = sup{hg(0) + €5 (u— )}, qe. (3.16)

VEZL

Para provar o limite hidrodindmico para processos de altura assu-
miremos que a sequéncia {h{}°°, esta associada a um perfil macroscé-
pico no seguinte sentido: existe uma funcédo ¢, : R — R tal que, para
cadareReec >0,

lim PUn—lhg(LmJ) — ()| > g} ~0.

n—oo

Além disso, assumiremos que a funcao v, satisfaz a propriedade de
Lipschitz

0 <to(x+r)—1(x) <kr parazeR er >0. (3.17)

Vamos definir também a funcéo ¢ : R x [0, +00) — R por

U(x,0) :=o(x) e P(x,t) :=sup {@Do(y) +tg (g) } ,set>0, (3.18)

yeR

onde ¢ é a funcéo definida no Teorema (3.2
Vamos a prova do limite hidrodindmico para processos de altura.

Teorema 3.3. Assumindo que, para cada x € Ree > 0,

lim PUn—lhg(LmJ) — ()| > g} ~0, (3.19)

n—oo

temos que, para cadat, s >0ex € R,

lim PUn—lhgt(LnxJ) —(x,b)] > g} ~0. (3.20)

n—oo

Demonstracdo. Fixados z,t,¢ € R com t,¢ > 0 queremos mostrar o li-
mite (3.20). Para isso, provaremos que lim,, . P[n~'h2 (| na]) = (z,t) >
e] = 0elim, oo P[n 'A% (|nx]) — (2, t) < —¢] = 0. Vamos comegar mos-
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trando que
lim P[n "', (Ina)) < ¢z, t) —e] =0. (3.21)

n—oo

Para isso considere a seguinte afirmacao.
Afirmacao 3.1. Dados x,t € R com t > 0 temos que o supremo em

Y(z,t) = sup {¢o(y) +tg (u) }

yeR t

é atingido para algum y € R tal que |x — y| < t.

Para facilitar a leitura, a demonstracédo desta e de outras afirma-
coes serdo postergadas. Elas se encontram apés a demonstracdo deste
teorema. Pela Afirmacéao existe y € R com |z — y| < ¢ tal que o
supremo em é atingido, isto é

Y(x,t) = vo(y) +tg (g) (3.22)
Como supremo em (3.16) também é atingido, temos que

nth([nx]) = n7thg(ny)) + 0 ([ne) — [ny))

(3.23)
=n"hg(lny]) +n" Gu(lnx] — [ny)).

A tultima igualdade se deve ao fato de f,LL?yJ e &, possuirem a mesma
funcédo de distribuicdo. Substituindo (3.23) e (3.22) em (3.21) temos
que

P~ py((ne)) < v(w,t) — £ <P[n " hy(lny)) < voly) —2/2]

P
* t

wgullne] - ) <t (*Y) - 5] .

Tomando n — oo, pelo limite (3.19) e pelo Teorema obtemos o limite
(3.21)).
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Agora, iremos mostrar que

lim P|n~ 'R (|nz]) > ¥(z,t) +e| =0. (3.24)

n—oo

Para isso, faremos algumas consideracoes.

Afirmacao 3.2. Considere B um intervalo fechado em 7 e u um inteiro
em B. Suponha que para v € 0B, & (u—v) =& (u —v). Entao

he(u) = max{ho(v) + & (u —v)}.

Afirmacao 3.3. Dados z,t € Rcomt > 0,seja A=[zr—t—1,z+t+1]eo

conjunto Y, = max {hi(v) + &, (lna| — v)}. Entdo, para qualquer n € N
ven

Pl ([nx]) # Ya] < e,

nt

com g(v) :exp{ — (|nx] —U)-I(
n(z—t—1),n(z+t+1)].

)} < 0 para algum v € nA =

lnx| —v

Considere o intervalo A e o conjunto Y,, definidos na Afirmacéo 3.3
Note que se o supremo em 1", (|nz]) for atingido para algum v € nA
entdo Y, = Al (|nz]). Vamos construir uma cobertura finita para o
intervalo A.

Utilizando o ¢ > 0 ja fixado anteriormente, seja 5 > 0 tal que 0k <
¢/2. Defina D; = [y;, z;] com y; < z; < y; + 0 de forma que A C U, Dy,
para algum inteiro positivo M. Dessa forma, podemos reescrever Y,
como

Y, = max max {hgf(v)+ &, (lnz] —v)}. (3.25)

1<j<M venD;

Afirmacao 3.4. Sejam u,v,w € Z tal que v < w, entdo

§u—w) <gu—-v), g

Note que, como h{ é funcéo crescente, seu maximo no intervalo com-
pacto nD; é atingido em v = |nz;|. Além disso, pela Afirmacéo no
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intervalo nD;, &,(|nxz] — v) atinge seu maximo em v = |ny;|. Substi-
tuindo na equacéo (3.25),

Yo < max {hg(lnz]) + &u(lna) — [ny;]) } - (3.26)

T

Por fim, utilizando (3.17) e a definicido de v, notamos que

)+ t0( ) < ks - )+ ol + 19 ()

t (3.27)
< kS +p(x,t) <e/2+Y(x,t).
Agora poderemos mostrar o limite (3.24). Note que
Bl (1)) 2 00,6 +2] < B[Ry (1)) # i) 528

+P[nY, > (z,t) + €] .

Analisaremos cada parcela do lado direito da desigualdade (3.28) sepa-
radamente. Na primeira parcela, pela Afirmacao temos que

Plhr(nz]) #£Y,] < e’ — 0, (3.29)

quando n — 00, ja que g(v) < 0. Na segunda parcela do lado direito da

desigualdade (3.28), utilizando (3.26)) e (3.27) temos que
P[n~'Y, > ¥(z,t) + €]

<P g {1y )) + €L~ s )} 2 ) + 10 Z52) 4 5]

n 1<j<M t

<

NE

P[n—lhmnsz +n7E (e —ny;]) > o(z)) + tg(x - yj) + %]
|
P{n—lg;;tum ~ [y ) = tg("’” . yj) + 5] 7

1

<.
I

<

NE

P[nth(LanJ) > Yolz;) +

] o

1

<.
Il

<
Il
-

+
M-
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sendo que as duas ultimas somas convergem para 0 quando n tende ao

infinito, uma por hipétese, e a outra pelo Teorema (3.2, Dessa forma,
P[n~'Y, > ¢(z,t) +¢] — 0, quandon — cc. (3.30)

Logo, com (3.29) e (3.30) obtemos o limite (3.24) e assim o limite
hidrodinamico para fungées altura esta provado. O

Agora demonstraremos as afirmacoes feitas ao longo do Teorema
3.3

Demonstracdo da Afirmacdo Para = € R e t > 0 fixados, considere
o conjunto A = {y € R; |z — y| < t}. Queremos mostrar que o supremo

(o) =sup {unt) +19( 22 ) |

yeR

em

nio é atingido em A€, ou seja, para cada j € A existe jy € A tal que

Yo(7) +tg<x7_g> > 1ho(7) +tg<$%g>. (3.31)

Neste caso, se o supremo for atingido, sera para algum y € A. Como as

x —
funcbes g e 1y sdo continuas, entéo iy (y) +tg (Ty> é continua. Além

disso, A é compacto, logo 1o(y)+tg (g) admite maximo em A. Logo,
a Afirmacéao(3.1|estara provada.
Falta mostrar que o supremo néo é atingido em A°. Tome y € A,

logo |x — g| > t. Seja § = —~‘, desta forma 0 < 8 < 1. Tome

e
y=a+p(y—x) =x=+t, portanto t = |z — 7|, entdo y € A. Vamos

mostrar que para estes j e 77, a desigualdade (3.31)) é satisfeita.
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Se j > x,como z — 3§ = f(x — 7), temos que
(7)) f2) (550
— 8k (Q) + tg(x%@) - tg(x - y) (3.32)

_tg( ;y> + (1= B) (kG — ).

Além disso, como z < j e 3 < 1, entéio
2(B-1)>5(f-1) = J=af-—a—-Jf>-§=7Yy<7.
Neste caso, como ¢, satisfaz a propriedade
bo(§) = vo(@) < k(@G —9) =k(f—2— (5 —1)).
Logo,
oY) = tho(§) — k(§ — x) + kB(J — z) = ¢o(§) — k(1 = B)(§ — x). (3.33)

Em vista das desigualdades (3.32) e (3.33), obtemos

o) +19( ) 2 ) — k1= 95 - ) +19( 27 )
Y

(1= Ak — ) =¢o@>+tg( t )

8

Se ¢ < = temos que
t9<ﬂ) :wg(u) :tﬂk<um) 0.
t t t
Além disso, como y < 7 e v, satisfaz (3.17), entao

0 < 4o(y) = to(y)-

Com isso, obtemos a desigualdade (3.31). O
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Demonstracdo da Afirmacdo Dados B C Z e u € B, considerev e v/
os elementos do bordo de B, denotado por 0B, tais que v > uev < u.
Seja w € B¢ tal que w > v > wu. Utilizando o fato de &, ser funcéo
Lipschitz, temos que

ho(w) + & (u — w) < ho(w) + &' (u — w) = ho(w) + k((u— w) A 0)
= ho(w) + k(u — w) < ho(v') + k(w — v') + k(u — w)
= ho(v') + k(u — v') = ho(v') + k((u — V') A 0O)
= ho(v') + & (u— ')

Se w € B¢ é tal que w < v < u, temos que
ho(w) + & (u — w) < ho(w) + &' (v — w) = ho(w)
< ho(v) = ho(v) + & (u — ).

Dessa forma, se w € B e v € 9B, entéo
ho(w) + & (u — w) < ho(v) + &5(u —v) = ho(v) + &(u—v).  (3.34)

Por definicdo, h(u) = sup {ho(v) +& (u—v)} . Utilizando a desigualdade

VEZL

(3.34), concluimos que

h()—sup{ho +€t(u—v)}

vEB
Como B é compacto e ho(v) + & (u — v) é continua, o supremo é atingido
para algum ponto em B. Logo,

hi(u) = max {ho(v) + & (u—v)}.

]

Demonstragdo da Afirmacgdo[3.3] Seja z,t € Rcom¢ > 0. Dizer que
h.(|nz|) # Y, é equivalente a dizer que o valor de maximo que deter-
mina h),(|nz|) ndo é assumido em nA . Neste caso, pela contrapositiva
da Afirmacéo [3.2] &, (|nz] — v) < &(|nz| — v) para algum v € d(nA).
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Note que obtemos a desigualdade, pois £" néo cresce no tempo.
Dessa forma, basta mostrar que, para todon € N,

Ph,([nx]) # Vo] = P[E%(Ina] —v) < &(|na] —v)] < 7@,

onde g(v) < 0 para algum v € d(nA). Utilizaremos a Proposicio
Para isto precisamos verificar que | [nz] — v{ > nt. Seja v € d(nA) tal
que v = n(z +t+1). Entao,

lv — [nz] | = |nz 4+ nt +n— [nz]| > | [nz] +nt +n— [nz] | > nt.

Ja que £ é funcao altura tendo como configuracéo inicial o perfil mi-
nimal e | [nz] — v| > nt, segue pela Proposicéo que, para v =
n(zx+t+1) € dni),

PlguLne )=o) < €h(Lna) o)) < exp { ~(Lna a1 (S )} e

Além disso, como ¢'(v) > 0 sempre que | [nx| —v| > nt, entdo g é funcéo
crescente nos intervalos onde | [nz| — v| > nt. Como g( [nz| —nt) =0,

g(v) > g(|nz] +nt+n) > g(|nz] —nt) =0.

O

Demonstracdo da Afirmacdo Dados u, v, w € Z com v < w, temos
que u —w < u —v. Assim,

&' (u—w) =k((u—w) A0) <k((u—v)A0) =& (u—0).
Pela Proposicéo (3.1, concluimos que para todot > 0,

&' (u—w) <&(u—v), qc
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3.5 O limite hidrodinamico como solucao

de uma equacao diferencial parcial

Nos teoremas a seguir, faremos algumas consideracoes sobre a fun-
cao 1. Provaremos que 1 é solucao de uma equacéao diferencial parcial
e apresentaremos algumas propriedades desta equacdo. Antes, vamos
definir uma funcéo f : R — R por

f(p) = inf{px — g(x)}, (3.35)

z€R

onde g é a funcéo definida no Teorema[3.2] e f é chamada transformada
de Legendre de g.

Afirmacao 3.5. Seja p € [0, k] . Entdo, o infimo na funcdo [ definida em
(3.35) ¢ atingido para algum x € [—1,1].

Demonstragcdo. Vamos proceder de maneira analoga a que fizemos na
Afirmacao mostrando que para cada p € [0,k], o infimo em (3.35)
ndo sera atingido em [—1, 1]¢. Feito isso, como a funcéo de z, pxr — g(x)
é continua e [—1, 1] é compacto, o infimo sera atingido para algum z €
[—1,1].

Fixado p € [0,k], mostraremos que para cada & € [—1,1]° existe
x € [—1,1] tal que

pr — g(x) < pT — g(I).

Se 7 € (1,00), tome = = 1, pois
pT—g(Z)=pi>p=p-1-g(1).
Se 7 € (—o0, 1), tome = = —1, pois
pi—g(@) = (p—k)Z > (p—k)(=1) = p-(=1) —k(=1A0) = p- (1) —g(-1).

Portanto, se p € [0,k], o infimo em (3.35) é atingido para algum z €
[—1,1]. O
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Agora provaremos uma propriedade da funcio ¢ que sera utilizada
na demonstracio do préximo teorema.

Proposicao 3.5. Considere a funcdo altura 1) definida em (3.18). Para
0<s<texeR,temos que

(@, t) = sup {wy, s>+<t—s>g($‘y)}. (3.36)

yeR t_S

Demonstracgdo. Sejam z € R e 0 < s < t. Primeiramente, note que como
g é concava, para todo y, z € Re a € (0,1), vale que

g((y—) +(1_a>(j:g)> > ag(Y57) - ag(12Y).

Como t > s, podemos tomar o = s/t < 1. Assim,
y—2z xT—y s (y—=z (t—s) (x—y
) > 2 .
g(t i t)_tg<s)+ / g(t—s)
tg(u) > g(y;) - 3)g<u) _ (3.37)
t S t—s

Substituindo a definicdo de ¥ (y, s) no lado direito da igualdade (3.36),
e utilizando (3.37), obtemos

sup {w(y, s)+ (t - 8)9(? — f) }
= () (5]
< Sup {%(z) + tg(?) } =Y(,t).

Para mostrar a desigualdade contraria, considere ¢ < ¢(x,t) tal que

wo(y)ﬂg(Q) > c.

Logo,
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Tome 2 = ix + (1 — §>y Logo,

é(z_y>_zzx_y_z = (Z—y)<§—1) =Tr—z = Z;y:j:j
Portanto,
sup {9+ =910 (5=2) b2 w0+ - o0 (5=2)

=t o250 000 (5)

> o(y) + 89(%) + (t = S)Q(Z;—y) = to(y) + tg(%) >c.

Como ¢ < 9(z,t) é arbitrario, temos que

am{wwﬁ»+@—sm(x‘y)}z¢@¢x

yeR t — S
e o resultado segue. O

Vamos enunciar o Teorema de Rademacher, que sera utilizado na
demonstracdo do Teorema que segue. Para uma prova detalhada
deste teorema, sugerimos [3].

Teorema 3.4 (Rademacher). Seja f uma funcdo Lipschitz em R". En-

tdao f é diferencidvel a Lebesgue em quase todo ponto.

Para demonstrar o préoximo teorema contaremos com o auxilio do
método probabilistico. Esse método, de maneira sucinta, consiste em
provar a existéncia de um certo objeto matematico A através da cons-
trucdo de um espaco de probabilidade, onde o evento [objeto A acontece]
tem probabilidade positiva. Para mais resultados sobre o método pro-
babilistico veja [6]].

Teorema 3.5. A funcdo altura 1 definida em (3.18), onde g é a funcdo
definida no Teorema ¢ Lipschitz em R x [0, o), portanto, diferen-
cidvel a Lebesgue em quase todo ponto. Além disso, para todo ponto
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(x, t) de diferenciabilidade em R x (0, o0), temos que

O o _ 0y
%6[07@ e E(m,t)——f(%(ﬂf,t))a

com f a funcdo definida em (3.35).

Demonstracdao. Mostraremos que v é funcao Lipschitz utilizando o mé-
todo probabilistico. Primeiramente observe que, dados z,y € Ret >
s > 0, pela desigualdade triangular, obtemos

[(z,t) — Y(y, s)| < ‘w(ac t) —n 'h (|nz)) ’—l— |n W (Inx))
—n"thy(lny )|+ [n~ i (o ]) — = hey(Lny )|
+ [y (ny]) — oy, 5)] -

Utilizando a Observacao no segundo termo do lado direito da desi-
gualdade acima, e (3.8) no terceiro termo, obtemos

[h(z,t) — (y,s)| < }1/1 r,t) —n th (|nz)| ‘ —|—/€n_1‘ |lnx| — |ny]| ‘

) ) (3.38)
+ 0 Ny (5,8 + [n R ([ny]) — (y. s)] -

Observando cada parcela do lado direito da desigualdade (3.38) temos
que a primeira e a ultima parcela convergem, em probabilidade, para
0, pelo Teorema Além disso, a Proposicao nos diz que

1
—NtnyJ(S,t] —1t—s5, (Q.C.,
n

portanto também converge em probabilidade. Dessa forma, dado ¢ > 0
existe ny € N tal que, para todo n > ng,

)yl

> —.
n

P[M«aw—h*“”“)b-Nmﬂ“¢L4rﬂﬂ+




56

Logo, existe w € 2 tal que

1/J<I,t) . th(bnxJ)’ + ‘Nlnyifsvt] . (t . S)

(3.39)
h'f’L
XY
n
Para este w, substituindo (3.39) em (3.38), obtemos
la,t) = oy, )| < e+ (t—8)+hn | [na) — [y | (3.40)

Por fim, note que para qualquer x € R, nx — 1 < |nz| < nz. Dali,

kn~'| lnx) — [ny] | < kn”'ne —ny + 1] < kn”tne — ny| + kn~!

=klx —y| + kn~' — k|r — y| quando n — +oc.

Voltando em (3.40), como ¢ é arbitrario, para n suficientemente grande
concluimos que

92, ) = P(y, s)] < (t = s) + Kl —y|.

Logo, 1) é uma funcéo Lipschitz.

Pelo Teorema (3.4, concluimos que a funcéo ¢ é diferenciavel a Le-
besgue em quase todo ponto. Para concluir o teorema falta mostrar que
dado um ponto (zy, ty) tal que v é diferenciavel, vale que

) 9 J
(‘)_i €[0,k] e 6_1750(%’ to) = —f <3_ZZ;($0’ to)) :

Primeiramente, ja sabemos da Afirmacéo que fixados 7, ty € R tal
que ty > 0, o supremo em ¢ é atingido. Entao,

Y(zo,t0) = Yo(y) + tog(xot; y) :

Logo,




57

Como a funcio g é ndo decrescente e além disso sua “inclinacdo” ma-
xima é k, entao
0
0<% <.
ox

Provaremos que

aa—qf(l‘o, to) = —f (g—fﬁ(lﬁ, to)) .

Pela Afirmacéo|3.5] o infimo na funcao f é atingido em g—f(xo , to) . En-

tao, para algum z € R,

f (8—(370, to)) = Zg—lﬁ(xo, to) — g(Z) . (341)

Para este 2 e algum § > 0, utilizando a Proposicéo 3.5/ temos que

(o + 62,10 + 8) = sup {%(y) 4 (tg + 0)g (W) }

yeR tO +5
To+ 0z —
= SU}E {@/J(?J, to) + g (%y) } > (z0,t0) +69(2) .
ye

Dai,

W(xo + 02, ty ‘g §) — (o, to) > g(2) .

Tomando o limite quando ) — 0, obtemos

. Y(xo + 02,10+ 0) — Y(xo, o) _ .. _
lim 5 > %5%9(2) =9(2).

Note que o lado esquerdo da desigualdade acima é a derivada direcional
de ¥ no ponto (zy, 1), na dire¢édo do vetor v = (2,1). Logo

0
2 ro,t0) > (2).
Pela linearidade da derivada, obtemos

9, 9,
za—i(xo,to) + a—f(xo, to) —g(z) > 0.
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Substituindo (3.41) na equacéo acima,

f(g—tf(lh,t@) + %—Qf(l'o,to) Z 0

Para mostrar a desigualdade contraria, primeiro considere y € R tal

que (o, to) = Yo(y) + tog(xo —Y

>.Dad06>0,seja

O(xg — Ty — z— Ty —
z:xo—wiz—y:(to—é)o AN y_n"y
to to to—0 to

Assim,

lant0) =0t = ) = () + g 22

—sup {%(w) +(to — 5)g<§0__1§) }

< 1o(y) +tog(x°tg y) —o(y) — (to — 5)9(2}1%)

. =Y\ o — Y
_6g(t0—5>_6g( to )

Utilizando a linearidade da derivada, e tomando v = (:1:0 t_ y’ 1) obte-

(3.42)

0
mos

%

o 8_:1:<x0’t0) + E(x()atO) = %(moﬂfo)
To—Y
—plzg—0 Jto—0) +Y(xo,t
— lim w( 0 t() 0 ) d}( 0 0) — lim ¢($0,yo) — ¢(27t0 - 5)
0—0 o) 6—0 1)

<limg S =limg oY =g oY
T 5—0 t()—é 5—0 to to ’

(3.43)
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onde a desigualdade acima decorreu de (3.42). Por outro lado,

—ud — 0
= xoto ya_i(xo’t(]) _g<$0t0 y) ' Flf(mo’t())

< 9<I0t; y) _ g<xot; ?J) —0

onde a ultima desigualdade vem de (3.43). Assim, concluimos o teo-
rema. U]

Teorema 3.6. A funcdo velocidade [ definida em (3.35) é concava e
continua em [0, k]. Além disso, f = —oc fora de [0, k|, é nula em {0,k} e
0< f<1paratodope (0,k).

Demonstragdo. Primeiramente vamos mostrar que f = —oo em [0, k¢
Seja p € [0,k]°. Se p € (—00,0), como f(p) = ;Iellg{pl‘ — ¢g(z)}, tomando
x, € R tal que z,, — oo quando n — oo, temos que

f(p) < Tpp — g(:L‘n) — —00.

Note que g(x,) = 0 para n suficientemente grande. Se p € (k,0),

tomando x,, — —oo quando n — oo, obtemos
f(p) < xnp = kxn = (p = k)zy — —00.

Antes de calcular o valor de f em p € {0, k} mostraremos que f > 0
em [0,k]. Fixado p € [0,k], se z > 0 temos que g(z) < 0 < xp e se
r < 0,g(x) < kxr < zp. Logo, se p € [0,k], entao g(x) < zp. Dessa
forma, se p € [0, k|, entdo f(p) > 0. Para p=10,

0 < £(0) = inf{—g(x)} < —g(1) =0 = F(0) =0.

zeR

Parap==F,

0 < f(k) = inf {kz — g()} < —k —g(=1) =0 = f(k) =0.

zeR
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Para mostrar a concavidade de f em [0, k| considere p, p € [0,k] e

a € [0,1]. Queremos concluir que

Flap+ (1= a)p) = af(p) + (1 - a)f(7). (3.44)

Note que ap + (1 — a)p € [0, k] para todo « € [0, 1]. Portanto, utilizando
a Afirmacao para algum z € [—1, 1] o infimo na funcéo f € atingido,
ou seja,

flap+ (1 —a)p) =apr+ (1 —a)pr — g(z).

Desenvolvendo o lado direito da desigualdade (3.44), obtemos

af(p)+ (1 —a)f(p) < a(pr —g(2)) + (1 —a)(pz — g(x))
= apz + (1 — a)pr + ag(z) — g(z) — ag(z)
= flap+ (1 —)p).
Logo, f é concava. Agora provaremos a continuidade. Para isto tome

uma sequéncia (p;)jen C [0, k] com p; — p € [0, k]. Utilizando a Afirma-
¢80 [3.5] seja = € [—1,1] tal que f(p) = pz — g(z) . Assim,

lim fp;) < lim (pj = g(w)) = pw = g(w) = f(p). (3.45)

Falta mostrar a desigualdade contraria. Se p = 0 ou p = k temos
que f(p) = 0. Substituindo na desigualdade (3.45), concluimos que
0 < jlijilo f(p;) < 0. Logo, jhj?o f(p;) = 0 = f(p) e o resultado segue.
Agora suponha p € (0,k). Para cada p; € (p;)jen tome \; € {0,k} de
modo que a reta r;(t) com ¢ € [0, 1], ligando p a \;, passe por p; . Isto é,
para algum «; € [0, 1],

rilag) = ajp+ (L= a;)A; = p;.
Dai Pj — )\j = CYj(p — )\]) . Entéo,

lai(p = M) < lp =Nl < |p—pil +ps — Nl = |p— psl + laj(p — Nj)l .-
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Tomando j — oo, como p; — p concluimos que a; — 1. Além disso,
como f é concava e f(\;) =0, temos que

F(pi) = flajp+ (1 —a;)N) > a;f(p) + (L =) f(N) = a; f(p).

Tomando j — oo, obtemos a desigualdade desejada:
Jlim f(p;) = f(p)-

Portanto a continuidade de f esta provada. Para mostrar que f < 1
note que, dado p € (0,k),

f(p) = inf{zp —g(z)} < —g(0).

zeR

Utilizando a Observagéo temos que

flp) < —g(0) < 1.

Por fim, provaremos que f > 0. Observe que é suficiente provar que
existe py € (0,k) tal que f(py) > 0. Pois como f(0) = f(k) =0e f €
concava, se f(py) > 0 com py € (0,k), entdo f(p) > 0 paratodo p € (0,k).
Dito isso, tome py = 1/2. Entéo,

1 x
Z) = o >0.
f<2) ;Ielﬂf@{Q g(x)}_O
Suponha, por absurdo, que f(1/2) = 0. Sabemos pela Proposicéo

que existe z € [—1, 1] tal que f(1/2) = z/2 — g(z0) . Logo,

X

50 = g(o) .

Além disso, x¢ # 0 pois ¢g(0) # 0. Se oy > 0, temos que g(zy) > 0, 0 que
é uma contradicéo, pois ¢ < 0. Se zo < 0, entéo

g(ﬂfo) = %LEQ > k’LL’Q = ]i'(.CCQ A\ O) = 50(370),



contradigéo pois g < &, . Portanto f(1/2) > 0 e assim f > 0.
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Capitulo 4

Prova do limite

hidrodinamico para o
k-TASEP

No capitulo anterior provamos o limite hidrodindmico para funcées
altura e através dele obteremos o limite hidrodindmico para o processo
de k-exclusao.

Assuma que temos uma sequéncia de configuracées iniciais deter-
ministicas ou aleatoérias {ng}f; , definidas no mesmo espaco de pro-
babilidade. Considere {T,} os relégios de Poisson independentes entre
si e independentes de {7} }. Construimos neste espago o processo de
k-excluséo 7}’ como descrito no Capitulo 2.

Para provar o limite hidrodindmico precisaremos admitir a existén-
cia de um perfil inicial para a densidade macroscopica das particulas.
Explicaremos isso com mais detalhes no que segue. Seja 0 < py < k
uma funcdo mensuravel em R. Assumiremos que paratodoa, b, c € R

taisque —co<a<b<ooee >0,

Lnb) b
: —1 n o —
nh—>nolop n Z 6 (y) /a po(x)dz| > ¢ 0. (4.1)

y=|na]+1

63
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Agora defina a funcao v tal que para todo —oco < a < b < 00,

Go(0) =0 e / polx) dx = to(b) — o(a)

Sejam 1(x,t), g(x) as fungdes definidas em (3.18) e (3.2) respectiva-
mente. Como a funcdo ) é Lipschitz e diferenciavel a Lebesgue em
quase todo ponto, defina

oY

plx,t) = %(x,t) : (4.2)

Definicao 4.1. Dizemos que p é solucdo fraca equacdo de Burgers
, (4.3)

onde f é a transformada de Legendre de g, se para toda funcdo H : R —

R de classe C* e de suporte compacto, tivermos

/RH(QU),O(x,t) dx—/RH(x)po(x) dm—AtAf(p)%—i(x) drds=0. (4.4)

Intuitivamente, a equacao (4.4) é obtida através de (4.3) utilizando
integracéo por partes. A proxima proposicdo mostra a relacdo entre o
limite hidrodindmico do processo de altura e do processo de k-exclusao.

Proposicao 4.1. A funcdo p(z,t) definida em (4.2) é solugdo fraca de
(4.3), com f a funcdo fluxo definida em (3.35).

Demonstracdo. Considere uma funcdo H : R — R tal que H é de classe
C> e tem suporte compacto. Verificaremos que p(z,t) é solucéo fraca de
(4.3) através da definicdo, utilizando integragao por partes e o Teorema
3.5]
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/H(m)p(m,t)dx—/H(:c) z,0) d:c—/ /f x)dzds
/H xtd—/H de—//f(aw )8H()dds
——/ 8x( x)Y(z, t)d:iH—/ aH Y(z Oda:—l—// (x)dsdx

:/R( ¥z, 1) +9(,0) + /a dt)aafd

= [ (= vlet)+ 6.0 + 0lant) = vl 0)) Fode = 0.

Logo, a funcédo p(z,t) é solucédo fraca de (4.3).
0

No préoximo teorema, provaremos o limite hidrodinamico para o pro-
cesso de exclusao totalmente assimétrico (TASEP).

Teorema 4.1. Assumindo (4.1), temos que para todo a, b e ¢, tal que

>£] =0,

Demonstragdo. Primeiramente note que como 7,(y) = hi(y) — he(y — 1),

—o<a<b<occes>0,

[nbd]

S ) - / ol 1) de

y=|na]+1

lim P |: n!
n—oo

onde p(x,t) é a funcdo definida em (4.2).

fixados a e b tais que —o0 < a < b < oo, temos que

Lnbd]

Z ni(Y) = th( [na| + 1) - h2t< [na) ) + th( |na| + 2)

y=|na|+1
iy (([na] 1) o+ B [nb) — 1) — gy [nb] —2)
+ hi([nb] ) — by ([nb] — 1)
:hZ(nb) ( )
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Além disso, pela definicdo de p, e como ¢ é Lipschitz,

/ ol 1) dx = (b,t) — b(at).

Obtemos pelo Teorema que, dado € > 0, existe ny € N tal que para
todo n > ny temos que,

[, (b)) — (b, 0)| < /2 e |n'hly(Ina)) — (a,0)] < £/2.

Logo,
[nb| b
S - [ e
y=[na)+1 ¢
= [0y ([nd]) — 07y ([na)) — ¢ (b, t) + ¥ (a,t)|
§|n’1h2t(Lan) (b, t) |—|—‘n A (|n J)—w(a,t)|<€.
Assim, concluimos o Teorema. ]

Para o caso em que k& = 1 conseguimos obter as funcdes f e g expli-
citamente. Para mais informacées ver [7, Capitulo 9, Pagina 146].



Capitulo 5

Perspectivas futuras

Como motivacido para estudos futuros, vamos considerar processos
de exclusdo totalmente assimétricos com um elo lento. Até entao ti-
nhamos que cada elo possuia um processo de Poisson com taxa r = 1.
Podemos tomar um processo de k-exclusdo onde £ = 1 e com um elo
onde o processo de Poisson tenha taxa » < 1, os demais permanecem
com taxa 1.

Ainda temos diversas questdoes em aberto sobre sistemas de parti-
culas, como por exemplo, 0 que ocorre com o processo de exclusdo as-
simétrico, com um unico elo lento, quando » — 1. Qual seria o valor
limite dessa taxa para que nio ocorra “engarrafamento” de particulas
nesse elo lento.

Outra direcdo: Para dimensdes maiores (Z? todos os resultados apre-
sentados nesta dissertacao seriam validos. Porém seria necessario es-

tudar percolacio de ultima passagem.
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