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1) (2 pt) Seja (Ω,F ,P) espaço de probabilidade e sejam An e Bn eventos tais que
P(An)→ 1 e P(Bn)→ β. Mostre que P(An\Bn)→ 1− β.
Solução: Observe que P(An\Bn) = P(An)− P(An ∩Bn).
Por outro lado, P(Bn) = P(An ∩ Bn) + P(A{

n ∩ Bn). Como P(A{
n ∩ Bn) ≤ P(A{

n)→ 0
e P(Bn) → β, temos que P(An ∩ Bn) → β. Aplicando isto na primeira igualdade
mostrada, concluı́mos que P(An\Bn)→ 1− β.

2) (2 pt) Considere uma questão de múltipla escolha com n opções, e seja p a pro-
babilidade de determinado aluno saber resolver a questão. Se ele sabe resolver,
acerta com certeza, e se não sabe, acerta com probabilidade 1/n. Dado que ele
acertou a resposta, qual a probabilidade de que ele sabia resolver? Calcule os
limites dessa probabilidade quando n→∞ e quando p→ 0+. Interprete.
Solução: Sejam A o evento o aluno sabia a resposta e B o evento o aluno res-
pondeu corretamente. Pela Fórmula de Bayes,
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Logo, limn→∞ P
(
A|B

)
= 1, o que é razoável: se há um número gigante de alter-

nativas, e o aluno escolhe a correta, é porque ele sabe a resposta (com proba-
bilidade altı́ssima). Além disso, limp→0+ P

(
A|B

)
= 0, o que também é razoável:

a probabilidade de o aluno saber a resposta é baixı́ssima, e o fato de o aluno
responder corretamente não afeta esta probabilidade, que continua desprezı́vel
(no limite com p indo a zero, mantendo a quantidade de questões fixa).

3) (2 pt) Seja X ∼ Binom(n, p). Calcule EX3.
Solução: Sejam X1, . . . , Xn iid com distribuição Bernoulli(n, p). Portanto,
X ∼ X1 + · · · + Xn. Daı́, EX3 = E(X1 + · · · + Xn)3. Usando a propriedade
distributiva, temos que

(X1 + · · ·+Xn)3 = (X1 + · · ·+Xn) · (X1 + · · ·+Xn) · (X1 + · · ·+Xn)

=
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∑
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∑
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Passando a esperança, obtemos

E(X1 + · · ·+Xn)3 =
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∑
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2
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= np+ 3n(n− 1)p2 + n(n− 1)(n− 2)p3.



4) (2 pt) Suponha que EXn → 0 e var Xn → 0. Mostre que Xn
P−→ 0.

Solução: Por Markov,

P(|Xn| ≥ ε) ≤ EX2
n

ε2
=

varXn +
(
EXn

)2
ε2

→ 0.

5) (2 pt) Sejam Xn tais que P(Xn = 0) = 1 − 1
n

e P(Xn = n) = 1
n
. Qual o limite de

Xn em:

(a) Probabilidade?
Solução: Temos que X P−→ 0, pois P(|Xn| ≥ ε) = P(|Xn| = n) = 1

n
→ 0.

(b) Quase certo?
Solução: como a sequência converge para zero em probabilidade, o único
candidato para limite quase certo é zero (pois convergência quase certa
implica convergência em probabilidade). Mas não há convergência quase
certa para zero pois, por Borel-Cantelli, P(Xn = n i.v.) = 1.

(c) Em distribuição?
Solução: Como X P−→ 0, temos que X d−→ 0.

(d) Em L1?
Solução: como a sequência converge para zero em probabilidade, o único
candidato para limite em L1 é zero (pois convergência em L1 implica con-
vergência em probabilidade). Mas E|Xn − 0| = E|Xn| = 0 · (1− 1

n
) + n · 1

n
que

não converge para zero. Logo, não há convergência em L1.


