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1) (2pt) Seja Y ∼ exp(λ), com λ > 0. Calcule ϕ(x) = E[exY ], para x ∈ R.

Resposta: Temos que

ϕ(x) =

∫ ∞

0

exyλe−λydy =

∫ ∞

0

λe(x−λ)ydy =
λ

x− λ
e(x−λ)y

∣∣∣y=∞

y=0

=


λ

x− λ
, se x < λ

+∞ , se x ≥ λ

2) (2,5 pt) Mostre que se X é integrável, então o mı́nimo da função f(c) = E[(X −
c)2] é atingido em c = EX. Conclua disso que se a ≤ X ≤ b, então

varX ≤ (b− a)2

4

Resposta: Por linearidade da esperança, temos que f(c) = c2 − 2EX · c + EX2,
que é uma função do segundo grau, cujo mı́nimo é atingido em c = EX. Note
que o mı́nimo é justamente a variância.
Assuma que a ≤ X ≤ b. Escolhendo c = a+b

2
, o ponto médio do intervalo [a, b],

temos que |X − c| ≤ b−a
2

. Daı́,

varX ≤ E
[
(X − c)2

]
≤

(b− a

2

)2

=
(b− a)2

4
.

3) (2 pt) Sejam Xn variáveis aleatórias iid tais que EX1 = varX1 = 1. Mostre que
n∑

i=1

Xi√√√√n

n∑
i=1

X2
n

−→ 1√
2

q.c.

Resposta: Pela Lei dos Grandes Números,

1

n

n∑
i=1

Xn
q.c.−→ EX1 = 1

e
1

n

n∑
i=1

X2
n

q.c.−→ EX2
1 = varX1 + EX1 = 2 .



Portanto,
n∑

i=1

Xi√√√√n

n∑
i=1

X2
n

=

1

n

n∑
i=1

Xi√√√√ 1

n

n∑
i=1

X2
n

q.c.−→ 1√
2
.

4) (2 pt) Sejam X e Y variáveis aleatórias (num mesmo espaço de probabilidade).
Mostre que F(X,Y )(x, y) ≤

√
FX(x)FY (y) para todos x, y ∈ R.

Resposta: Usando Cauchy-Schwarz, temos que

F(X,Y )(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) = E
[
1[X≤x]∩[Y≤y]

]
= E

[
1[X≤x] · 1[Y≤y]

]
≤

√
E
[
12[X≤x]

]
· E

[
12[Y≤y]

]
=

√
FX(x)FY (y) .

5) (2 pt) Sejam Xi iid com distribuição exp(1). Mostre que

(a) P
(

Xn

logn
> 1 infinitas vezes

)
= 1.

(b) P
(

Xn

logn
> 2 infinitas vezes

)
= 0.

Resposta: Temos que P
(

Xn

logn
> x

)
= P

(
Xn > x log n

)
= exp(−x log n) = 1

nx ,
que nos dá uma série divergente se x = 1 e uma série convergente se x = 2.
Aplicando o Lema de Borel-Cantelli, temos o resultado.

6) (3 pt) Sejam X1, X2, . . . iid. Defina Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}. Mostre que:

(a) Se Xi ∼ exp(1), então Mn − log n
d−→ X, onde X tem função de distribuição

FX(x) = exp
(
− e−x

)
, ∀x ∈ R

Resposta:

FMn−logn(x) = P
(
Mn − log n ≤ x

)
= P

(
Mn ≤ x+ log n

)
= P

(
X1 ≤ x+ log n, . . . , Xn ≤ x+ log n

)
= P

(
X1 ≤ x+ log n

)n

(Xn são iid)

=
(
1− exp(−x− log n)

)n

(para n suficientemente grande)

=
(
1− e−x

n

)n

−→ e−e−x

.



(b) Se FXi
(x) = 1− x−α para x ≥ 1, com α > 0, então Mn/n

1
α

d−→ X, onde X tem
função de distribuição

FX(x) = exp
(
− x−α

)
, ∀x > 0.

Resposta:

F
Mn/n

1
α
(x) = P

(
Mn/n

1
α ≤ x

)
= P

(
Mn ≤ x · n

1
α

)
= P

(
X1 ≤ x · n

1
α , . . . , Xn ≤ x · n

1
α

)
= P

(
X1 ≤ x · n

1
α

)n

(Xn são iid)

=
(
1− (x · n

1
α )−α

)n

(para n suficientemente grande)

=
(
1− x−α

n

)n

−→ e−x−α

(c) Se FXi
(x) = 1− |x|β para −1 ≤ x ≤ 0, com β > 0, então n

1
βMn

d−→ X, onde X
tem função de distribuição

FX(x) = exp
(
− |x|β

)
, ∀x < 0.

Resposta: Seja −1 ≤ x ≤ 0.

F
n

1
β Mn

(x) = P
(
n

1
βMn ≤ x

)
= P

(
Mn ≤ x · n− 1

β

)
= P

(
X1 ≤ x · n− 1

β , . . . , Xn ≤ x · n− 1
β

)
= P

(
X1 ≤ x · n− 1

β

)n

(Xn são iid)

=
(
1−

∣∣x · n− 1
β

∣∣β)n

(para n suficientemente grande)

=
(
1− |x|β

n

)n

−→ e−|x|β


