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1) (2pt) Seja Y ~ exp(A), com A > 0. Calcule ¢(z) = E[e*Y], para x € R.

Resposta: Temos que

h ~ A —oo
¢(z) :/ e e M dy :/ ANV dy = o=y Y
T — y=0
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+00, ser > A\

2) (2,5 pt) Mostre que se X é integravel, entdo o minimo da funcéo f(c) = E[(X —
c)?] é atingido em ¢ = EX. Conclua disso que se a < X < b, entéo

(b—a)
4

var X <

Resposta: Por linearidade da esperancga, temos que f(c) = ¢ — 2EX - ¢ + EX?,
que é uma funcido do segundo grau, cujo minimo é atingido em ¢ = EX. Note
que o minimo é justamente a variancia.

Assuma que a < X < b. Escolhendo ¢ = %, 0 ponto médio do intervalo [a, D],
temos que | X — ¢| < 4. Dai,

wrx < B[ —op] < (L20) = Lo9F

3) (2 pt) Sejam X, variaveis aleatorias iid tais que EX; = var X; = 1. Mostre que

Resposta: Pela Lei dos Grandes Numeros,

1 — c.
—§ X, 45 EX; =1
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Portanto,

4) (2 pt) Sejam X e Y variaveis aleatorias (num mesmo espaco de probabilidade).
Mostre que Fixy)(z,y) < /Fx(z)Fy(y) para todos z,y € R.
Resposta: Usando Cauchy-Schwarz, temos que

Fixyy(z,y) =P(X <z,Y <y) = E[l[XS:c]ﬂ[YSy}] = E[l[XS:v] : 1[Y§y]]
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5) (2 pt) Sejam X; iid com distribuicdo exp(1). Mostre que

logn

(a) P(ﬁ > 1 infinitas vezes > =1.

(b) IP( Xn ~ 9 infinitas vezes ) =0.

logn

Resposta: Temos que P(l(f;"n > x) = IP’(Xn > xlogn) = exp(—zlogn) = niw
que nos da uma série divergente se + = 1 e uma série convergente se © = 2.

Aplicando o Lema de Borel-Cantelli, temos o resultado.

6) (3 pt) Sejam X, X,, ... iid. Defina M,, = max{X;, Xs,..., X, }. Mostre que:
(a) Se X; ~ exp(1l), entao M, —logn ~%5 X, onde X tem funcao de distribuicéo
Fx(z) = exp(—€e*), VzeR
Resposta:
Fup,—10gn(x) =P M, —logn < x)
M, < x+log n)

(X1 <z+logn,..., X, §x+logn>
(Xl < x+log n)n (X, sao iid)
1

—exp(—z — log n))n (para n suficientemente grande)
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(b) Se Fy,(z) =1—2paraz > 1, com o > 0, entdo M, /n« ~%, X, onde X tem
funcao de distribuicao

Fx(z) = exp(—2~%), Vaz>0.
Resposta:

FJ\/[n/TL% ($) = ]P

X, <z na) (X, sdo iid)

— (- ni)_"‘) (para n suficientemente grande)

—a

(c) Se Fx,(r) =1—|z|’ para —1 < 2 <0, com 3 > 0, entéo n? M, -5 X, onde X
tem funcéo de distribuicdo

Fx(z) = exp(—|z’), Vz<o.

Resposta: Seja —1 <z < 0.



