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(1) (2.5 pt) Seja F; o i-ésimo elemento da sequéncia de Fibonacci, onde Fy = 0 e F; = 1.

Prove que FO2 ++ F2=F,F, .

Solugao: Por indugao: como Fy = Fy+Fy = 0+1 =1, temos que Fg+F2 =0+1 =
1 = F1F5, o que nos da a base de inducao. Suponha que o resultado valha para um
certo n > 1, ou seja,

Fi+ + F2=F,Fy.

Somando F? 11 @ ambos os lados da equacao acima, obtemos

F02_|_..._|_F3—|—F3+1 :FnFn+1+F3+1
- n+1(Fn+Fn+1)

- n+1Fn+2 .

Portanto, pelo Princicio de Indugao, concluimos que vale Fp + --- + F? = F,F,.;
para todo n > 1.

(2.5 pt) Defina conjunto bem-ordenado. Defina conjunto bem-fundado. Todo con-
junto bem-ordenado é bem-fundado? Todo conjunto bem-fundado é bem-ordenado?
Prove ou dé contra-exemplo.

Solugao: Bem-ordenado: todo subconjunto nao-vazio possui menor elemento. Bem-
fundado: todo subconjunto nao-vazio possui elemento minimal (definigao equivalente,
como provado em sala: conjunto nao possui sequéncia infinitamente decrescente infi-
nitamente). Como todo menor elemento elemento é minimal, bem-ordenado implica
bem fundado. Exemplo de conjunto que é bem-fundado mas nao é bem ordenado

(via diagrama de Hasse):

(2.5 pt) Classifique as relagoes abaixo em reflexiva, antirreflexiva, simétrica, antis-
simétrica, transititiva, ordem parcial, ordem parcial estrita, de equivaléncia. Caso
seja de equivaléncia, determine as classes de equivaléncia.

(a) R em R dada por 2Ry se, e somente se, (z —y)? < 1.
Solucgao: Reflexiva, simétrica.

(b) R em N dada por xRy se, e somente se, x — 2y > 0.
Solugao: Antissimétrica e transitiva.



(c)

R em Z dada por xRy se, e somente se, |z| = |y].
Solugao: De equivaléncia, e cada par {k, —k} é uma classe de equivaléncia.
R em N\{0} dada por 2Ry se, e somente se, z|y.

Solucgao: ordem parcial.

R em Z\{0} dada por xRy se, e somente se, x|y.

Solugao: Reflexiva e transitiva. Mas nao ¢ antissimétrica pois —2|2 e 2| — 2,
nem simétrica pois 2|4 mas 4 f2.

(0.5 pt) Use o Algoritmo Euclidiano do mdc para encontrar o maior dividor
comum de 180 e 140.

Solucao:

180 = 140 x 1 + 40
140 = 40 x 3 + 20
40 =20 x2+0.

Logo, mdc(180, 140) = 20.
(1.0 pt) Sejam a > b > 0 naturais, e sejam ¢ e r o quociente e o resto na divisao
de a por b. Mostre que a > 2r. Conclua que ab > 2br.

Solugao: a =bg+r, com 0 < r < b. Como a > b, temos que ¢ > 1. Portanto,
a > b+ r > 2r. Multiplicando por b (que é estritamente positivo) obtemos
ab > 2br.

(1.0 pt) Mostre que o niimero de divisdes no Algoritmo Euclidiano para encon-
trar o mdc de a e b, com a > b > 0, é menor ou igual a log, a + log, b.
Solucgao:

A sequéncia de divisoes no Algoritmo de Euclides é a seguinte:

:qul+T1, 0<r;<b
b=rixq+ry, 0<r<nr

ri=reXqga+1rs3, 0<1r3<ir

Thel =T X @k + Thg1, 0 < rppr <71

Tk = Tit1 X Qo1 +0

Note que paramos o algoritmo quando a divisao deixa resto zero. Ou seja, 7; > 0
paraj=1,....k+ 1.

Usando o item anterior, temos que ab > 2br; > 22riry > 231913 > - >
-y ry > 28102 = 2842 pois 1, > 14 > 1. Passando o logaritmo na base
2, obtemos k + 2 < log, a + log, b, e note que k + 2 é justamente o ntimero de
divisoes.



