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(2.5 pt) Considere X = {a,b,c,d, e, f, g} com a ordem parcial definida pelo diagrama
de Hasse abaixo. Justifique cada resposta a seguir:

(a) Determine, se houver, o maior e o menor elemento de X.
Solucdo: 1L =a. Naoha T.
(b) Determine os elementos minimais e maximais de X.
Solugdo: Minimais: 4. Maximais: g e d.
(c) Determine uma cadeia (de tamanho maximo) em X.
Solugio: Pode ser {a,b,e, gl oula,b, f, gl oula,ce gloula,c, f, g}
(d) X éreticulado?
Solugio: Ndo, pois ndo existe b V ¢, ja que o conjunto das cotas superiores de
{b, c} é {e, f} que ndo possui menor elemento (e e f sdo minimais).
(e) X éreticulado completo?

Solugio: Ndo, pois ndo existe b V ¢ (se ndo é reticulado, em particular ndo pode
ser reticulado completo).

(2.5 pt) Seja (X, <) conjunto parcialmente ordenado. Suponha que X possua um
maior elemento m. Mostre que este elemento é tinico. Prove o mesmo para o menor
elemento.

Solugdo: Sejam m, e m, dois maiores elementos de X. Logo, para todo x € X vale que
x < my e x < my. Em particular, vale que m; < m, e m, < m; que, por antissimetria,
implica m; = m,. Para o menor elemento, aplicamos o principio da dualidade ou
adaptamos a prova anterior.

(2.5 pt) Um reticulado é dito modular se a < ¢ implicaquea Vv (bAc)=(aVDb)Ac.
Mostre que todo reticulado distributivo é modular.

Solucdo: Como o reticulado é distributivo,aVv (bAc)=(@Vb)A(aVc). Comoa<c,
temos que aVc = c. Substituindo na equacédo anterior, obtemosaV (bAc) = (aVb) Ac.



(4) (2.5 pt) Mostre que em um reticulado booleano vale que a Ab =7 V b.

Solugio: Temos que mostrar duas coisas, que (aAb) V (@ V E) =le@Ab)A(@V E) =
Para a primeira:

@Ab)v@vh) =" (@anb)va)vb

d1stgbut. ((a V E) A (b \VJ E)) Vb

complem

=" (1Aa®va) v

maior ¢ elern (b v ) vDb
comet ( V) vE
assoc. — (b v b)

complem. _

= avl

maior elem. 1

Para a segunda:

dlstrlb

(@aAb)A@VDb) (@Ab)AG) v (@Ab)Ab)
=bBA0)V(aAO0)
=0A0

=0

(5) (Extra 2pt) Seja X reticulado completo. Dizemos que uma fungdo f : X — X
preserva supremo se f(\/ S) = \/ f(S) para todo S € X. Se f : X — X preserva
supremo, f € monétona? Prove ou dé contra-exemplo.

Solugdo: Sejam a < b. Logo, a Ab = b. Como f preserva supremo, temos que
f(a) A f(b) = f(anb) = f(b). Como f(a) A f(b) = f(b), concluimos que f(a) < f(b) e

portanto f é mondtona.



