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1) Prove ou dé contra-exemplo:

(@) Se AcR" tem contetido nulo, entdo tem medida nula.
Verdadeiro, basta aplicar as definigoes.

(b) Se AcR"tem medida nula, entdo tem contetido nulo.
Falso, tomeN por exemplo.

(c) Se AcR" é aberto ndo-vazio, entdo A nio tem medida nula.

Verdadeiro. Se A é aberto nao-vazio, entdo contém um retangulo fechado R, que pro-
vamos ndo ter contetido nulo. Como todo compacto de contetido nulo tem medida
nula, R ndo pode ter medida nula, logo A nédo tem medida nula.

(d) Se AcR” tem interior vazio, entdao tem medida nula.

Falso. Tome A = (R\Q) N [0,1]. Como os racionais sdo densos, A tem interior vazio.
Mas ndo tem medida nula: como QN [0,1] é enumerdvel, tem medida nula. Se A
tivesse medida nula, como unido de conjuntos com medida nula tem medida nula,
concluiriamos que [0, 1] tem medida nula, o que ndéo é verdade.

2) Para A, B c R mensuraveis a Jordan, defina

Az = {(x,y):(x,y,2) € A},
B, = {(x,y):(x,y,2) € B}.

Suponha que, para todo z € R, valha que A, e B, sdo mensuraveis 4 Jordan (em R?) e que
tenham mesma drea. Mostre que A e B tém mesmo volume.

Solugdo: Seja R retangulo de R"”, com A, Bc Re R = R x [a,b]. Para simplicar, chame
(x,y) = w. Entao

vol(A) :fl :f)(AFuginif fj(A(w,z)dwdz:f area(A,)dz
A R la,b] JR la,b]

:f area(Bz)dz:f [Xg(w,z)dwdz
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3) Sejam A c R" retangulo fechado e f: A — R funcao limitada. Mostre quese f: A— R é

integravel, entdo
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4)

5)

Solugdo: Se f é limitada, entdo | f| é limitada. Como o conjunto dos pontos de desconti-
nuidade de f contém o conjunto dos pontos de descontinuidade de | f|, concluimos que
| f] é integravel.

Dai,

U(f1,P) =) Ms(fhvol(S) = > Ms(f)vol(S) = U(f,P)
SeP SeP

U(f1,P) =) Ms(fhvol(S) = Y Ms(—f)vol(S) =— Y ms(f)vol(S) = —L(f, P).
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Passando o infimo sobre todas as particoes, temos que

ing(lfl,P) = infU(f, P) :f f
A

infU(|f|,P) =zinf-L(f,P) = —supL(f,P) = —f 1,
P P P A

que implicam que [, |f = | [, f|-

Defina Particdo da Unidade. Defina integral (generalizada) de uma funcdo f: A — R,
onde A cR" é um conjunto aberto (ndo se esqueca de colocar as hipéteses na funcao f).

Solugdo: Seja A c R". Temos que uma particao da unidade ® é um conjunto de funcoes
C que estdo entre 0 e 1, somam um em cada ponto e sdo localmente finitas, ou seja,
para cada ponto x € A existe um aberto x € A, tal que para apenas um subconjunto
finito de ® os suportes das funcdes desse subconjunto intersectam Ay.

Dada f: A— Rlocalmente finita, f é dita integrdvel se, para alguma particao da unidade
de Avale

Y. | Iflp<oo
Ped
e, nesse caso, definimos a integral como

[£=%[rs
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Enuncie a Formula de Mudanca de Varidveis. Mostre que se a Formula de Mudanca de
Varidveis vale para g: AcR"” —R" epara h: BcR" —R", com g(A) cBsendo g,h € ch,
entdo vale também para hog: A — R".

Solugdo: Dada f : g(A) c R"” — R, f integravel com A abertoe g: AcR" — R", g€ C!
injetiva tal que det g’(x) # 0 para todo x € A,

f f:ffogldetg’l.
g(A) A

Suponha que o teorema valha para g e h. Daj,

f f= fohldeth’lzf ((fohideti'l)og)idetg
h(g(A) g(A) A

Regra da Cadeia

:fthog(ldeth’og-detg’I) ffohogldet(hog)’l.
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