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Seja K <R". Mostre que K é compacto entdo K é limitado e fechado (assuma as definigcoes
topolaogicas de aberto, fechado e compacto).

Facamos a prova por contrapositiva. Suponha que K ndo é limitado ou K nao é fechado.

Se K nao é limitado, fora de toda bola B(0, n) existe um ponto x, ¢ B(0, n). Dai, {B(O, n):
n € N} é uma cobertura aberta de K que ndo admite subcobertura finita.

Se K nao é fechado, seu complementar K C nao é aberto, ou seja, existe um ponto x € K C
tal que x ndo é interior, ou seja, toda bola de centro em x possui pontos de K. Dai, a
cobertura aberta {B[x, %]E ‘NneE I\I} de K nao admite subcobertura finita.

Sejam U aberto, e R: U <R" - LR"™,RP),S:U<R" - LR",R™ e f:U — R" fungoes
diferencidveis. Defina ¢ : U — RP por ¢(x) = R(x) o S(x) o f(x). Calcule ¢'(x) - h.

Temos que

$(x+h)=R(x+h)oS(x+h)o f(x+h)
= (R h+ri(W)(S @ h+ (W) (f' x)h+r3(h)
= (R'(x)h) o S(x) f(x) + R(x)(S' () ) f (x) + R(x)S(x) (f' (x) h) + resto.

Seja U < R" aberto e f : U — R" fungdo C' tal que det f'(x) # 0 para todo x € U. Mostre
que f é funcgdo aberta, ou seja, se A c U é aberto, entdo f(A) é aberto.

Seja A aberto. Pelo Teorema da Fungao Inversa, para todo xy € A, existem abertos Vy, c A
e Wy, tais que f : Vi, — Wy, é difeomorfismo local. Portanto, f(Vy,) = Wy,. Dai,

f(A):f( U on): U F (V) = U Wy,

XpoEA X0EA X0EA

que € aberto, pois unido arbitraria de abertos é aberto.

£+x%sini, x#0 o
para mostrar que a hipo-
0, x=0

Utilize a funcdof : R — R dada por f(x) = {
tese f € C! ndo pode ser (completamente) descartada do enunciado do Teorema da Fungéo
Inversa.

Note que f’(0) # 0. Considere a sequéncia x,, = ﬁ Vale que f'(x,) <0 elim,_ x, =0,
o que implica que f ndo é localmente injetiva em torno de zero, logo ndo pode valer a
conclusdo do Teorema da Fungdo Inversa a respeito de f ser difeomorfismo local (em

torno de zero).



5) Seja U c R" aberto e f : U — R fungdo diferencidvel no ponto a € U. Mostre que existem

pelo menos n — 1 vetores linearmente independentes tais que % (a) =0.

Como f é diferencidvel, g—];(a) =(Vf(a),v), que é um funcional linear de R” em R (em v).
Pelo Teorema do Ntcleo-Imagem, a dimensao do ntcleo é pelo menos n — 1.



