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Instrucoes: Interpretacao do enunciado faz parte da avaliacdo. Pode-se dar res-
postas em termos de fatoriais. Nao é permitido o uso de calculadoras nem celula-
res. Respostas sem justificativa nao serdo aceitas. Cada questao vale 2,0 pontos.

Nome:

(1) Classifique arelacdo Rem X = {1,2,3,4} dada por R = {(1,2), (2,2),(3,4), (4,3)}.

Solucao:

Nao é reflexiva, pois (1,1) ¢ R.

Nao é antirreflexiva, pois (2,2) € R.

Nao é simétrica, pois (1,2) € R mas (2,1) ¢ R.

Nao é antissimétrica, pois (3,4) € R e (4,3) € R.

Nao é transitiva, pois (3,4) € Re (4,3) € R, mas (3,3) ¢ R.

Nao é de equivaléncia, pois precisaria ser reflexiva, simétrica e de equivaléncia.

(2) Mostre que a relagdo R em R? dada por (zg,yo) ~ (z1,v1) S€ yo — 23 = y1 — 23 é
uma relacio de equivaléncia e descreva suas classes de equivaléncia.

Solucao: Como yy — 22 = yo — 22, temos que (o, yo) ~ (zo, Yo), logo é reflexiva.

Sejam (o, yo) ~ (z1,y1). Dai yo — 22 = y; — 22, que implica y; — 23 = yy — 22 e
portanto (z1,y1) ~ (o, %), logo é simétrica.

Sejam (l’oayo) ~ (ﬁl,yl) € (l’hyl) ~ ($2yy2)- Logo, yo — l‘% =Y — l’% S l‘% =
y> — 23, 0 que implica em yy — 23 = y, — 23. Dai, (z,90) ~ (v2,9»), de onde

deduzimos que a relacio é transitiva.

Como é reflexiva, simétrica e transitiva, é de equivaléncia. Suas classes de
equivaléncia sdo parabolas disjuntas, veja a figura abaixo.



3)

4)

(5)

N/
I

De quantas maneiras podemos pintar uma roleta de 10 compartimentos se
temos n cores disponiveis e podemos repetir cores?

Solucao:
n*—n n5—n+n10—(n2—n)—(n5—n)
1 2 5 10

Uma faixa horizontal 1 xn sera completamente coberta por azulejos, que podem
ter dois formatos retangulares, 1 x 1 ou 1 x 2. Cada azulejo 1 x 1 pode ser cinza
ou branco, e cada azulejo 1 x 2 pode ser do tipo pontilhado, quadriculado ou
preenchido com retas inclinadas. A Figura 1 ilustra uma possivel maneira de
cobrir a faixa horizontal. Encontre a,, o nimero de maneiras de cobrir a faixa
horizontal.

Figura 1: Exemplo de cobertura

Solucao:

Recorréncia:
ap = 201+ 30p_o, VN >2,
ag =1,
a; = 2.

Usando o método da equacdo caracteristica, obtemos

3.1
n = 374+ (=1)".
an = 73"+ 7(=1)

Defina conjunto finito, infinito enumeravel e infinito ndo-enumeravel. Exiba
uma bijecdo para mostrar que o conjunto dos inteiros divisiveis por 3 é enu-
meravel.



(6)

Solucao: Um conjunto A é finito se A = & ou existe bijecdo f: A — {1,...,n}
para algum n € N,

Um conjunto A é infinito enumeravel se existe bijecdo f : A — N.

Um conjunto A é infinito ndo-enumeravel se é infinito mas néo existe bijecao
AN

Para mostrar que os multiplos de 3 sdo enumeraveis, basta considerar a bijecao
f(n)=3n,f:N—{...,-30,3,6,...}.

(Extra: 2pt) Este exercicio é inspirado na Maquina de Turing.

(a) Argumente porque o conjunto dos programas de computador que podemos
escrever é infinito enumeravel.

(b) Uma funcéo f : N — N pode ser entendida como um problema em computacaio.
Por exemplo, podemos associar a func¢éo f(n) = n* a um programa que re-
ceba como input o numero natural n e imprima n? na tela. Mostre que o
conjunto dos problemas em computacéo é ndo-enumeravel.

(c) Conclua que existe uma quantidade nao-enumeravel de problemas néo-
solucionaveis em computacao.

Solucao:

a) Um programa de computador pode arbitrariamente grande, mas é finito.
Como unido enumeravel de enumeraveis é enumeravel, concluimos que o con-
juntos dos programas é enumeravel.

b) Note que o conjunto das fungdes f : N — N corresponde ao conjunto NV. Dai,
basta usar a Diagonal de Cantor ou argumentar que N contém {0, 1}, que
vimos em aula ser ndo-enumeravel.

¢) Os problemas podem ser solucionaveis ou nao solucionaveis. Os solucionaveis
sdo solucionados por algum programa, logo sdo enumeraveis. Se o0s
nao-solucionaveis fossem enumeraveis, entao o conjunto dos problemas seria
enumeravel. Mas sabemos que néo €, pelo item anterior.



