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Instruções: cada questão vale 2, 5 pontos. A prova pode ser feita à lápis.

1) Seja A ⊂ Rn um retâgulo fechado. Prove ou dê contra-exemplo:

(a) Se um conjunto C ⊂ A tem conteúdo nulo, então χC é integrável e∫
A
χC = 0.

(b) Se um conjunto C ⊂ A tem medida nula, então χC é integrável e∫
A
χC = 0.

2) Demonstre, para f : [a, b]× [a, b]→ R contı́nua, que∫ b

a

∫ y

a

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

∫ b

x

f(x, y) dy dx .

3) Sejam v1, . . . , vn−1 ∈ Rn vetores linearmente independentes. Demonstre que
v1, . . . , vn−1, v1 × · · · × vn−1, nessa ordem, é uma base com orientação positiva. E
se considerarmos uma permutação destes vetores, qual será a orientação?

4) Considere o seguinte sistema linear
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(1)

Seja A a matriz dos coeficientes, ou seja,

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann


e seja Bi a matriz obtida a partir da matriz A substituindo a i-ésima coluna da
matriz A pelo vetor coluna 

b1
b2
...
bn


Suponha que detA 6= 0. Prove a chamada Regra de Cramer: a solução do sis-
tema (1) é dada por

xi =
detBi

detA
, ∀ i = 1, . . . , n.


