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Instruções: justifique suas respostas.

(1) 2pt. Negue a afirmação

∀x ∈ X, ∃y ∈ Y tal que
((
∀z ∈ Z, p(z) 6= q(x, y)

)
ou não vale que p(x) · r(z) ≥ 2

)
.

Resposta:

∃x ∈ X tal que,∀y ∈ Y,
((
∃z ∈ Z tal que p(z) = q(x, y)

)
e p(x) · r(z) ≥ 2

)
.

(2) 2pt. Considere a relaçãoR =
{
(a, b) ∈ Z×Z : (a > 0 e b < 0) ou (a < 0 e b > 0)

}
.

Classifique esta relação como simétrica, antissimétrica, reflexiva, antirrefle-
xiva, transitiva e/ou de equivalência.
Resposta: é simétrica, não é antissimétrica, não é reflexiva, é antirreflexiva,
não é transitiva e não é de equivalência.

(3) 2pt. Prove por indução que 8n − 1 é múltiplo de 7 para todo n ≥ 0.
Resposta: para n = 0, temos que 80 − 1 = 1 − 1 = 0 que é múltiplo de 7.
Suponha que a afirmação seja válida para um certo n. Daı́, 8n+1−1 = 8 ·8n−1 =
(7 + 1)8n − 1 = 7 · 8n + (8n − 1). Pela hipótese de indução, 8n − 1 é mútiplo de 7.
Além disso, 7 · 8n é claramente múltiplo de 7. Logo, 7 · 8n+(8n− 1) é múltiplo de
7 e, portanto, 8n+1 − 1 é múltiplo de 7. Assim, pelo Princı́pio de Indução, temos
que 8n − 1 é múltiplo de 7 para todo n ≥ 0.

(4) 2pt. Seja q 6= 1. Prove por indução a fórmula para a soma de uma progressão
geométrica:

1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
1− qn

1− q
, ∀n ≥ 1 .

Resposta: para n = 1, temos que 1 = 1−q1

1−q
. Suponha a afirmação válida para

um certo n ∈ N. Logo,

1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
1− qn

1− q
.

Somando qn a ambos os membros da equação acima, obtemos

1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 + qn =
1− qn

1− q
+ qn =

1− qn + qn(1− q)

1− q

=
1− qn+1

1− q
,



que é a mesma igualdade para n + 1. Portanto, pelo Princı́pio de Indução,
concluı́mos que

1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
1− qn

1− q
, ∀n ≥ 1 .

(5) 2pt. Seja N ≥ 1. Prove por indução que(
1− 1

N

)n

>
(
1− 1

N

)n−1

− 1

N

para todo n ≥ 2.
Resposta: Para n = 2, temos que(

1− 1

N

)2

= 1− 2

N
+

1

N2
> 1− 2

N
=

(
1− 1

N

)2−1

− 1

N
,

o que nos dá a base de indução. Suponha que a desigualdade seja válida para
um certo n, ou seja, suponha que(

1− 1

N

)n

>
(
1− 1

N

)n−1

− 1

N
.

Multiplicando ambos os membros por 1− 1
N

, que é um número positivo, obtemos(
1− 1

N

)n+1

>
(
1− 1

N

)n

− 1

N

(
1− 1

N

)
=

(
1− 1

N

)n

− 1

N
+

1

N2

>
(
1− 1

N

)n

− 1

N
.

Portanto,
(
1− 1

N

)n+1

>
(
1− 1

N

)n

− 1
N

. Assim, pelo Princı́pio de Indução, temos
que (

1− 1

N

)n

>
(
1− 1

N

)n−1

− 1

N
, ∀ n ≥ 2.

(6) 1pt (extra). Qual o fecho transitivo da relação R =
{
(x, y) ∈ R × R : |x − y| <

2
}

? Resposta: o fecho transitivo de uma relação R é a menor relação R que
contém R e é transitiva. Seja R o fecho transitivo de R, e sejam a, b ∈ R.
Digamos que a < b. Existem pontos a = x1, x2, . . . , xn = b tais que |xi − xj| < 2.
Como R ⊂ R, temos que (xi, xj) ∈ R e, portanto, (xi, xj) ∈ R. E como R é
transitiva, concluı́mos que (a, b) ∈ R. Para a ≥ b o argumento é análogo. Ou
seja, concluı́mos que (a, b) ∈ R para quaisquer a, b ∈ R. Logo, o fecho transitivo
de R é dado por R = R× R.


