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Lista 1 - MAT562 2015.2
Probabilidade
Prof. Tertuliano Franco

Sejam A e B eventos com probabilidades P(A) = 3/4 e P(B) = 1/3. Mostre
que % <P(ANB) < % e dé exemplos para mostrar que ambos os extremos
séo possiveis. Encontre cotas analogas para P(A U B).

Seja (€2, F,P) um espaco de probabilidade e A;, A,,... € F. Mostre que

]P’(ﬁAk) > 1 —iP(Ag).

. A falacia do advogado. Seja G o evento em que um acusado é culpado,

e T o evento em que um certo testemunho é verdadeiro. Alguns advogados
argumentam se baseando em P(G|T) = P(T'|G). Mostre que isso vale se, e
somente se, P(G) = P(T).

Mostre que a intersecdo de enumeraveis eventos de probabilidade um tem
probabilidade 1.

Sejam A e B independentes. Mostre entdo que A’ e B sdo independentes.
Interprete.

Seja 2 = {1,...,p}, onde p é um ndimero primo, seja F a o-algebra de todos
os subconjuntos de (2 e seja P(A) = ':%'. Mostre que se A e B sado eventos

independentes, entdo pelo menos um dos dois conjuntos é & ou (.

Perda de Memoria. Prove que se X ~ exp(\), entéo

P[X>t+s(X>t]:JP>[X>s} 1)

Prove o equivalente do resultado anterior para X ~ Geom(p).

Prove que a tunica distribuicéao de probabilidade com densidade, ndo negativa,
satisfazendo a perda de memoria definida em (1), é a distribuicdo exponen-
cial.

O Método Probabilistico. Dez por cento da superficie de uma esfera foi
pintada de azul, e o resto de vermelho. Mostre que independentemente da
maneira como a superficie foi pintada, sempre é possivel inscrever um cubo
na esfera tal que todos os vértices do cubo sejam vermelhos.

Uma variavel aleatéria X tem funcéo de distribuicdo F'. Qual a funcao de
distribuicdo de Y = a X + 0?

eql



12. Mostre que, se f e g sao densidades e 0 < s < 1, entdo sf + (1 — s)g € uma
densidade. A funcdo fg é uma densidade?

13. Paradoxo de Galton. Jogamos ao mesmo tempo trés moedas honestas. Pelo
menos duas moedas terdo o mesmo resultado, e a probabilidade de que a
terceira moeda seja cara ou coroa é a mesma. Logo

1
P( todas moedas saem com o mesmo resultado ) = 5

Vocé concorda?

14. Sejam X e Y variaveis aleatérias independentes com distribuicdo uniforme
no intervalo [# — 1,60 + 1]. Calcule a funcéo de distribuicdo de X — Y. Calcule
a densidade de X — Y. Conclua que ambas nio dependem de 6.

15. Mariana quer enviar uma carta a Aderbal. A probabilidade de que Mariana
escreva a carta é de 0,8. A probabilidade de que o correio ndo a perca dado
que Mariana a escreveu é 0,9. A probabilidade de que o carteiro entregue na
casa certa, dado que o correio nao a perdeu, é de 0,7.

Dado que Aderbal nao recebeu a carta, qual a probabilidade de que Mariana
nao a tenha escrito?

16. Mostre que soma de Poisson independentes é variavel aleatéria Poisson com
a soma dos parametros.

17. Mostre que o infimo de exponenciais independentes é exponencial com a soma
dos parametros.

18. Seja X integravel, u = EX. Mostre que

VarX = E(X — p)? = minE(X — ¢)*.

ceR

(b—a)?
T

Conclua que se a < X < b, entdo Var(X) <

19. Sejam XY, Z i.i.d com distribuicdo uniforme em [0, 1] . Calcule a probabili-
dade de que X, Y, Z possam formar um triangulo.

20. Calcule a densidade correspondente a funcao de distribuicéo (se houver)

(a) F(z) = 2 arctan(z).
() F(z) = 1jp00)()

1-1 x2>1
(©) Fz) = {O, r <1
(d) F(x) = ewi—z'

21. Seja X,Y i.i.d com distribuicdo exp()). Calcule P(X < 2Y).
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29.

30.

O numero real m é dito ser mediana da funcéo de distribuicéao F se

lim F'(y) < 3 < F(m).
ytm

Mostre que toda funcao de distribuicdo tem uma mediana e que conjunto de
medianas de F' é um intervalo fechado de R. Dé um exemplo de funcao de
distribuicdo F' cujo conjunto de medianas é o intervalo |2, 3].

Seja U v.a. uniforme em [0, 1] e 0 < ¢ < 1. Mostre que

X =1+ rogUJ

log ¢

tem distribuicdo geométrica.

Um ponto de coordenadas (X,Y’) é escolhido uniformemente no circulo z* +
y? < 1. Qual a distribuicdo de Z = 3-? (sem fazer muitas contas)

A Agulha de Buffon. Suponha que o chio R? esteja dividido por enu-
meraveis retas paralelas distando ¢ entre duas retas préximas. Considere
uma agulha de tamanho ¢ < ¢ e jogue-a ao acaso no chiao. Mostre que a pro-
babilidade da agulha interceptar alguma reta é % Interprete como podemos
usar este resultado para calcular numericamente o valor de .

Use a inversa generalizada de uma funcéo ndo decrescente para construir f :
[0,1] — R tal que, dada X ~ U]J0, 1], entdo f(X) tem distribuicédo exp(\). Use
isso e uma calculadora cientifica (que tem a fun¢do random) para criar exibir
uma amostra de dez valores com resultados de exponenciais independentes.

Demonstre: se A, As,... e By, By, ... sdo eventos tais que lim,,_,,.P(4,) =1e
lim,, o, P(B,) = p, entéo lim,,_,., P(4, N B,) = p.

No jogo de Craps, dois dados sao jogados simultaneamente. Se o jogador

tira 7 ou 11 pontos, ele ganha. se ele tira 2, 3 ou 12, ele perde. Nos outros

casos ele continua até sair 7, caso em que ele perde, ou entao sair o primeiro

resultado, caso em que ele ganha. Descreva o espaco amostral. Mostre que a
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probabilidade de vitéria é ;.

Em um teste de multipla escolha, a probabilidade do aluno saber a resposta
é p. Havendo m escolhas, se ele sabe a resposta, ele responde corretamente
com probbabilidade 1. Se néo sabe, ele responde corretamente com probabi-
lidade % Qual a probabilidade de que o aluno sabia a resposta dado que ele
respondeu corretamente? Calcule esta probabilidade quando:

(a) m — oo com p fixo.

(b) p — oo com m fixo.

Sejam A, ..., A, eventos independentes com p, = P(A;). Obtenha a probabi-
lidade de ocorréncia dos seguintes eventos em funcéo de p1, ..., p,.



31.

32.

33.

34.

(a) A ocorréncia de nenhum dos A;.
(b) A ocorréncia de pelo menos um deles.
(¢) A ocorréncia de exatamente um deles.
(d) A ocorréncia de exatamente dois deles.
(e) A ocorréncia de todos eles.
() A ocorréncia de no maximo n — 1 deles.
Seja X v.a. com densidade
1
_ ) o2 sex >0
T) =
/@) {0, sex =0

Calcule a funcéo de distribuicdo de Y = min(X, ¢), onde ¢ € R.

Uma urna contém trés bolas numeradas 1, 2, 3. Duas bolas séo tiradas suces-
sivamente da urna, ao acaso e sem reposicdo. Seja X o namero da primeira
bola e Y o nimero da segunda.

(a) Descreva a distribuicdo conjunta de X e Y.
(b) Calcule P(X < Y).

Demonstre que se uma variavel aleatéria X é independente de si mesma,
entdo existe ¢ € R tal que X = ¢ quase certamente.

Um ponto é selecionado uniformemente do seguinte losango:



