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1. [1pt]

(a) Assuma que todo polindmio ndo-negativo [ : [, 5] — R pode ser escrito
como soma finita

£ =30+ Yt —a) g+ > (B -1

onde p;, g; e r; sdo polindmios reais e seja « < 7' < ( auto-adjunto limi-
tado. Para um polinémio f, defina n(f) = f(7). Mostre que se f > 0,
entdo 7(f) > 0.

Atencao: f(7T) ndo é o calculo funcional, é apenas o polinémio aplicado
ao operador 7.

(b) Seja A a algebra involutiva de polinémios f : [, 3] — C. Mostre que
n: A— L(H) definido acima é limitado.

2. [1pt] Seja 7 : M°(X) — L(H) o cédlculo funcional boreliano para o operador
auto-adjunto 7.

(a) Seja £ C X mensuravel. Mostre que 7(xz) é um operador de projecéo
(i.e., auto-adjunto e idempotente).

(b) Sejam E, F C X mensuraveis com £ N F' = &. Mostre que 7(xg) e 7(xr)
sao operadores de projecio sobre espacos ortogonais.

(c) Sejam A4, ...\, pontos distintos do espectro de T e sejam V71, ...,V,, aber-
tos disjuntos da reta, \; € V; para todo j = 1,...,n. Mostre que se

n

Z a;m(xy,) = 0,

=1

entdoa; =0parai=1,...,n.



3. [1pt] Construa o calculo funcional continuo e o calculo funcional boreliano
para um operador limitado normal 7" € £(H) supondo o Teorema Espectral
para operadores normais limitados (na forma multiplicativa).

4. [1pt] Seja T operador simétrico densamente definido no espaco de Hilbert H#
e C': H — H aplicacao antilinear satisfazendo

(a) C?=1.
(b) Senn € dom T, entdo Cn € dom T e CTn=TCn.
(c) Sen,& € H, entdo (Cn,CE) = (£, n).

Prove que T possui extensdo auto-adjunta.

5. [1pt] Seja H = (*(Q) e h(q) = ¢, para todo ¢ € Q. Determine ge(M},), 0
espectro essencial do operador de multiplicacdo M,,.
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6. [1pt] Abaixo, pelo Teorema Espectral, cada operador é unitariamente equiv-
alente operador de multiplicacdo M,. Complete a tabela com o contradominio
de g em cada caso.

Propriedade do operador T unit. equiv. a M, com

T normal limitado g: X = C, ||g]lec < o0

T unitario

T auto-adjunto limitado

T auto-adjunto

T auto-adjunto unitario

T auto-adjunto, T' < 51

T normal limitado, o(7) C {zr€ C; Im 2z >1/2}

7. [1pt] Seja H Hilbert e T : H — H operador auto-adjunto limitado. Mostre
que existe uma (e apenas uma) representacdo 7 : C(o(7)) — L(H) tal que
mw(h) =T, onde h(z) = = para todo x € o(T).



8. [1pt] Sejam A operador simétrico em H e {e;}reny base ortonormal de H.

9.

10.

Suponha que para todo £,

e ¢, € dom A.
o Ac;, = \rey, onde )\, € C.

(a) Mostre que A é essencialmente auto-adjunto.

(b) Determine o dominio de A, a extensdo auto-adjunta de A (basta escrevé-
la em termos de algo como dominio, fecho, imagem etc. de A).

(¢c) Determine um operador de multiplica¢do unitariamente equivalente ao
operador A.

(d) Calcule o espectro de A.

[1pt] Seja A = {¢ € C'[0,1] ; ¢(0) = ¢(1)} C L?[0,1]. Mostre que o operador
dom7T = A
T = +¢/

é simétrico, densamente definido e essencialmente auto-adjunto. Determine
o0 espectro da extensido auto-adjunta deste operador.

Como sugestio, use o seguinte fato da vida: {¢*™*}, y é base ortonormal
de L?[0,1].

[1pt] Dado um compacto K C C, construa um operador 7" normal limitado
cujo espectro é exatamente K.



